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Problema 1. En el cuadrildtero convexo ABCD se tiene que /BAD = /DCB = 90°, AB =T,
CD =11 y se sabe que BC, AD son enteros mayores a 11. Determine los valores de BC' y AD

Problema 2. Encuentre todos los pares de enteros (x,y) tales que el nimero

22 + o2
Ty

es un entero

Problema 3. Se escriben en una pizarra las letras

TNOTNOTNO---TNOTN
2024 veces

en cada paso se puede realizar una de las siguientes operaciones:
1. Tomar dos letras distintas adyacentes y reemplazarlas por dos copias de la que falta

2. Tomar tres letras iguales consecutivas y eliminarlas
después de cierta cantidad de pasos se llegd a solo dos letras iguales. Determine a que letras es posible
llegar

Tiempo: 3 hrs.



Soluciones

Problema 1

Denotemos por z el largo del lado AD e y el largo del lado BC' como se muestra en la figura

por Pitdgoras sabemos que
P +22=BD*=11"+y*> = (z—y)(z +y) =72=2%.3?

notemos que como x — ¥y, £ +y son enteros de la misma paridad y x —y < x4y las uncias posibilidades

son
r—y=2 $—y:4 r—y==6
4y =36 z+y=18 z+y=12
lo cual nos entrega las soluciones (z,y) = (19,17), (11,7),(8,4) de los cuales solo (19,17) satisface
que z,y > 11



Problema 2

Sea k un entero tal que
z? +y? .
Yy

k

en ese caso tenemos
2 —kry+1y*=0

para que esta ecuacién tenga un valor entero en x se debe tener que el discriminante, como ecuacién
cuadratica en x, sea un cuadrado, por lo tanto

A, =Ky — 4y = (K — 4)

es un cuadrado, lo que implica que k2 — 4 es un cuadrado. Pero los tinicos cuadrados a distancia 4 son
0% y 22. Por lo tanto k = %2. Si k = 2 la ecuacién se transforma en

O:m2—2xy+y2:(x—y)2

por lo tanto x = y. Similarmente, si k = —2 se obtiene z = —y. Por lo tanto las soluciones son

{(t,t) : t € Z\{0}} U {(t, —t) : t € Z\{0}}

Problema 3

Mostraremos que la diferencia entre la cantidad de T's y de N's médulo 3 es invariante. Si realizamos
una operacién del tipo (1) tenemos tres casos, si las letras involucradas era 7,0, T, N o N,O. En
el primer caso disminuimos una Ty aumentamos dos N's por lo que la diferencia en las cantidades
cambié en 3 =0 mdd 3, en el tercer caso sucede algo andlogo y en el segundo caso disminuimos la
cantidad de T"s y de N's en uno, por lo que la diferencia se mantuvo constante.

Si por otro lado realizamos un movimiento del tipo (2), la diferencia o se mantiene constante, si la letra
que eliminamos era O, o cambia en 3, si la letra que eliminamos era T' 6 N. Por lo tanto, la diferencia
mddulo 3 es efectivamente un invariante, como al inicio teniamos

[#T - #N| =0

en el dltimo paso #1 = #N mdd 3, pero como solo hay dos letras iguales, esto implica que esta letra
debe ser O.



