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La cisterna

Problema 1. En /a figura hay una F formada por cuadrados y que esta inscrita en un rectangulo. ;j Qué
fraccion del area del rectangulo es usada por la F?

Solucién.




Como el tridngulo EAF es rectangulo en A, entonces ZAEF + ZAFE = 90°, pero como el dngulo ZEFG es
recto, se cumple que ZAFE+/GFB =90°, por consiguiente, ZAEF = Z/GFB.Ademdas Z/EAF = ZFBG =90°,
concluimos entonces que los tridngulos AAEF y ABFG son semejantes. Por un argumento similar, obte-
nemos que los tridngulos ACGB y ADH]I son también semejantes a los dos primeros. Si llamamos EA = q,
‘AF = by FE = ¢, comparando las hipotenusas de los tridngulos semejantes usando los cuadrados de la F
como escala obtenemos las siguientes medidas: FB=3a, BG=3b,GC=5a, CH=5b, HD = a.

Como ABCD es un rectdngulo, los lados opuestos miden lo mismo, en particular ‘AB =CD, es decir, b+3a =
5b+ a de donde se deduce que a = 2b.

Con lo anterior podemos calcular los lados AB y BC en términos de b, en concreto: AB=b+3a=7by
BC =3b+5a=13b, por lo que el 4rea del rectangulo ABCD es iguala AB-BC =7b-13b =91b°.

El drea dela F es igual al 4rea de los 8 cuadrados que la conforman, como son todos iguales y el lado FE = c, el
4rea total de la F es 8¢2. Finalmente, como el tridngulo A AFE es rectangulo en A, por teorema de pitdgoras,
¢ = a? + b* = 2b)? + b? = 4b* + b? = 5b?, asi que podemos reescribir el drea de la F como 40b?, por lo que la

fraccién del area que usa la F es igual a TR



Problema 2. Sean a,b,c nimeros reales positivos tales que satisfacen las siguientes ecuaciones:

Va+Vb+¥c=17
va+Vb+vc=17

a+b+c=113

Calcule el valor del producto a-b-c.

Solucién. Elevando al cuadrado la segunda ecuacién obtenemos lo siguiente:

a+b+c+2(\/ab+ \/ﬁ+\/%): 172 =289

Ahora reemplazamos el valor de la tercera ecuacién para obtener:

289-113
—FFF =88

113+2(\/ab+\/ﬁ+ \/E) =289 = Vab + Vbc+ac = -

Siguiendo un procedimiento andlogo, elevamos al cuadrado la primera ecuacion:
va+vVb+ \/E+2(\/4 ab+ Vbc+ \4/ac) =7%=49
Esta vez remplazamos el valor de la segunda ecuacién:

49-17
=

16

17+2(\/4 ab+ Vbc+ {‘/%):49: Vab+ Vbe+ Vac =

Elevamos al cuadrado una vez m4s esta ultima expresion, lo que resulta en:

\/ab+\/ﬁ+\/%+2(</a2bc+ Vab2c+ Vabczj =16% =256

Reemplazamos v ab + v bc + \/ac por el valor que habiamos encontrado, es decir, 88, con ello se llega a la
siguiente expresion:

25688

88+2(</a2bc+ Vab2c+ {/abcz) =256 = V a2bc+ vV ab?c+ vV abc? = 84

Finalmente extraemos el factor comtin v'abc del lado derecho y reemplazamos el valor de la primera ecua-
cion:

84
Vatbc+ vVab2c+ Vabc?= v abc({*/ﬁ+ Vb + {‘/E) = 84— Vabc= == 12
[N —

7

De donde se concluye que a-b-c =124,



Problema 3. En la celebracion de halloween, 2025 estudiantes (enumerados del 1 al 2025) salieron a pedir
dulces. Para que fuese realmente aterrador, fueron a pedirle dulces al barrio donde viven todos los profesores
de matematicas, los cuales, curiosamente también son 2025. En la primera casa les dan un dulce a cada
uno de los estudiantes. En la segunda casa les dan un dulce, pero sélo a los estudiantes cuyo nimero es par.
En la tercera casa les dan un dulce, pero sélo a los estudiantes cuyo namero es maltiplo de 3. Siguen asi,
hasta que en la Gltima casa, sélo el estudiante con el nimero 2025 recibe un dulce. ;j Cuantos estudiantes
reciben una cantidad par de dulces?

Solucién. Notemos que cada estudiante recibe una cantidad de dulces igual a la cantidad de divisores que
tenga su nimero. Por ejemplo, el nifio nimero 6 recibe dulces en las casas nimero 1, 2, 3 y 6. En total 4
dulces. De este modo, la pregunta es equivalente a encontrar la cantidad de nameros entre 1 y 2025 tal que
tengan una cantidad par de divisores.

Si un namero 7 es el producto de dos nimeros a y b, entonces a y b son divisores de n, por lo que para
cada forma en la que se pueda escribir n como producto de dos nimeros distintos se agregan 2 divisores a
la cuenta total. Esto significa que si no es posible escribir a 7 como el producto de dos ntimeros iguales (es
decir, que n no sea el cuadrado de un ntimero natural), la cantidad total de divisores siempre serd un nt-
mero par. Reciprocamente, si n = a? para algtin niimero natural a, esa forma de escribir n como producto
de dos nimeros (a y a en este caso) s6lo aporta un divisor y todas las demds maneras de escribirlo como
producto aportan dos divisores cada una, por lo que la cantidad total de divisores de un nimero que es el
cuadrado de otro nimero natural es un nimero impar.

Con todo lo anterior, s6lo nos resta saber cudntos nimeros entre 1y 2025 no son el cuadrado de otro ntimero
natural. Resulta més sencillo contar los que si son el cuadrado de otro ntimero, estos son los siguientes:

12=1,2%2=4,3%=09, ..., 45 =2025

Por lo que sélo hay 45 ntimeros que son el cuadrado de otro. Los 1980 restantes tienen una cantidad par de
divisores. Asi que hay 1980 estudiantes que reciben una cantidad par de dulces.



