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Proélogo

Estos Apuntes de Matematica Olimpica no son para los que no les gusta la matematica.
Tampoco son para los que les gusta la matematica. Ni siquiera son para aquellos
que tienen ciertas habilidades formales en la disciplina.

Si esta en alguno de los casos anteriores, le sugerimos que no siga leyendo.

Son para aquellos apasionados por la matematica y que tienen destrezas especiales,
o que al menos tienen el interés, la vocacion y la disciplina para desarrollar esas

habilidades.

Por otra parte, su orientacién es la de proporcionar a quien los estudia - nétese que
expresamente evité decir a quien los lee - herramientas apropiadas para enfrentar
certdmenes de alto nivel competitivo, como son las olimpiadas de matematica.

No busque por ello, quien lo abra, aplicaciones de la matematica a la vida cotidiana,
o ejemplos que esclarezcan uno u otro concepto: se sentird decepcionado.

Esta publicaciéon es una coleccién valiosa y bella - para quienes entiendan lo que
puede ser la belleza de una expresién matemadtica o la estética de un corolario
geométrico - de teoremas, demostraciones, propiedades matematicas, problemas re-
sueltos y problemas propuestos que recorren la Teoria de Numeros, el Algebra, la
Geometria, la Combinatoria y otros temas afines.

Quien no comparta este lenguaje y estas vivencias, encontrard que se trata de un
documento arido y sin sentido. Y tendria razén desde su punto de vista.

Por el contrario, algunos pocos - que esperamos que sean progresivamente mas y més
- gozaran con la Aritmética Modular y las propiedades aparentemente caprichosas
de los nuimeros; sonreiran ante una elegante demostracién geométrica concebida en
la antigua Grecia; disfrutaran de la potencia del Principio de Induccién Matemaética
y de las Sumatorias Telescépicas; se asombraran frente a la formulacién del Principio
del Palomar o de las insospechadas aplicaciones de la Teoria de Grafos.

Mas alla de todo lo expresado, este libro es otro testimonio méas que indica que
Universidad de Las Américas ha hecho de la matemédtica una preocupacién (o mas
bien, una ocupacién) cuasi obsesiva, en miltiples niveles. Ha desarrollado y aplicado
metodologias para el aprendizaje de los conceptos méas béasicos de la matematica
elemental; ha instalado laboratorios para su ejercitacién y ha abierto un espacio a
los jévenes que la cultivan, haciendo de ella motivo de profunda aficién y fuente de
sofisticada diversién.



Los Apuntes de Matematica Olimpica seran para estos ultimos, un texto de refer-
encia; un documento de estudio y reflexion; y en algunos casos, un objeto de culto.
Para todos, un hito ineludible en su preparacién para la competencia.

Nuestras felicitaciones y reconocimiento para aquellos que lo concibieron, lo editaron
v lo pusieron a disposicién del talento joven.

Nuestros mejores deseos de éxito para aquellos que emprenderan la aventura de
resolver ingeniosos y complicados ejercicios a la par con los méas dotados del mundo.

El sélo hecho de haber llegado hasta aqui, los honra, los convierte en modelos para
sus pares, enorgullece a sus padres, a sus maestros y al pais.

Va para ellos nuestro saludo y admiracién.

Roberto Hojman
Vicerrector Académico
Universidad de Las Américas

Santiago de Chile, Octubre de 2009.



Presentacion

Chile cuenta con excelentes alumnos para competir en los torneos de matemaéticas,
tanto a nivel nacional como internacional, sin embargo, los que en el pais obtienen
buenos resultados como medallas de oro en la Olimpiada Nacional, cuando compiten
con alumnos de otros paises sus logros son mas bien escasos. Estamos convencidos
que entre las causas de esta situacion se encuentran: la falta de entrenamientos
constantes y sistemaéticos y de talleres de Matemaéticas en los colegios, que redunda
en que la mayorfa de los alumnos no entrena y los que lo hacen tienen sélo un par
de horas de dedicacién a la semana, la falta de material de apoyo, ya que no hay
libros con los contenidos de las pruebas olimpicas de matemaéticas, ademas que el
poco material que se puede conseguir no estd al alcance de la mayoria y quien tiene
la posibilidad de conseguir algin texto lo reserva para si.

El apunte que ponemos en sus manos, pretende aportar con un granito de arena
a la preparacién de los jévenes que participan este ano en la segunda versién del
Torneo de Matematicas “El Numero de Oro”, que realizamos con Universidad de
Las Américas. Aqui encontrardn una recopilaciéon de problemas que buscan desar-
rollar las habilidades de quienes quieran ocuparlo; resolvimos algunos y dejamos
propuestos otros, con una pincelada de la base tedrica necesaria.

El texto es el producto de un trabajo extraordinario realizado con entusiasmo y
carino por un equipo de jévenes con experiencia en matematicas olimpicas y mu-
cho interés en difundir la practica de esta actividad. Agradecemos a Estefania Vidal
Henriquez, Sebastian Henriquez Acosta, Victor Verdugo Silva y Rodrigo Chi Durén,
hoy estudiantes del Plan Comun de Ingenieria en la Universidad de Chile; a Andrés
Tturriaga Jofré, egresado de Ingenieria Civil Matematica de la Universidad de Chile,
todos con meritoria trayectoria olimpica. Ellos destinan parte de su tiempo libre al
entrenamiento de jévenes estudiantes para competencias olimpicas. Alumnos avan-
zados y destacados olimpicos como Anibal Velozo Ruiz del Instituto Alonso de Er-
cilla y Sebastidn Illanes Carrasco del Instituto Nacional, han sido también valiosos
colaboradores.

En forma muy especial queremos agradecer a Daniel Contreras Salinas, estudiante de
segundo anio medio del Instituto Nacional y destacado competidor olimpico, por su
entrega a este trabajo con un valioso aporte en Geometria para lo que puso a prueba
modernos programas computacionales que ayudaron a que el texto resultase mejor.
A Felipe Contreras Salinas, estudiante de cuarto ano medio del Instituto Nacional
y destacado competidor olimpico, por su responsabilidad en la edicién general de
este Apunte, por su paciencia en la correccién de contenidos y ordenamiento de los
temas, claves para el cumplimiento de nuestro objetivo.



A las autoridades y funcionarios de Universidad de Las Américas, que creyeron en
nuestro proyecto y nos abrieron las puertas de esta Casa de Estudios para realizarlo,
v que han puesto entusiasmo para que se concretaran los aportes materiales para la
realizacién de entrenamientos sistematicos y para la realizacion del segundo Torneo
de Matemadticas “El Numero de Oro”.

Mencién aparte para Marianela Palma Guzmén, amiga de muchos anos, por la
confianza que infundié siempre, que todo esto debe ser posible, por su conviccién
de que se lo debemos a los jévenes como sociedad y como pais. Esta edicién 2009
estd dedicada a todos ellos.

Juan Contreras Garrido
Presidente ONG Educacional El Ntumero de Oro
www.elnumerodeoro.cl

Santiago, octubre de 2009
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Capitulo 1

Teoria de Numeros

La Teoria de Niimeros es la rama de las Matematicas puras que estudia las propiedades
de los numeros en general, y de los enteros en particular, asi como diversos proble-
mas derivados de su estudio. Lo méas maravilloso de esta rama es que contiene un
sinnimero de problemas que podrian ser comprendidos por “no matemdticos”.

1.1. Problemas Introductorios

Antes de leer todo el material es muy buen ejercicio intentar resolver problemas
elementales sélo con lo que se tiene y con mucho ingenio. Los siguientes problemas
son variaciones de clasicos.

Propuesto 1. Muestre que si seleccionamos 18 naturales de 3 digitos consecutivos,
al menos uno es divisible por la suma de sus digitos.

Propuesto 2. ;FEzxiste una potencia de 2 tal que al reordenar sus digitos se obtiene
otra potencia de 27

Propuesto 3. Encuentre todos los valores de j tales que 3j —4, 45 —5 y 55 — 3 son
nUMEros primos.

Propuesto 4. a) Encuentre 20 nimeros compuestos consecutivos.
b) Encuentre n (n € N) nimeros compuestos consecutivos.

Propuesto 5. Demuestre que la suma de los cuadrados de cinco enteros consecu-
tivos no es un cuadrado.
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1.2. Divisibilidad

Diremos que a|b (a divide a b) si y sélo si existe un j entero tal que b = a- j, entonces
tenemos que a es un factor o divisor de b. Notar que 0 = j - 0, entonces j|0 para
todo j € Z.

Por otro lado, si no existe j € Z tal que b =a - j se dice a b (a no divide a b).
Propiedades Basicas

*Es buen ejercicio demostrar las propiedades bésicas, no es complicado.

1. ala (Propiedad refleja)

2. Sialby blc = alc (Propiedad transitiva)
3. Sialbyb#0=|a| <|b|

4. Sialby alc= a|lfb+ e, B,y €L

5. Sialbyalb+c=alc

6. Sialby bla=lal = b
7.Sialbyb#0=2b

8. Sic#0, alb < aclbe

9. Si MCD(a,b) =1y albc = alc

Técnicas usadas en Olimpiadas

1.~ Si dla = dla + dj, ¥j € Z]

Problema (Bésico). Encuentre todos los n € Z tales que 4n + 2|5n + 1.
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Solucion:

An+2|5n+1=4n+24(5bn+1) —5(4n+2) = 4n+2| -6

Ahora tenemos que 4n+2 es divisor de —6, o sea su valor puede ser —6, —3, —2, —1,
1, 2, 3, 6. Ahora basta con evaluar.

n+2=—-6=>n=-2

dn+2=-3=n=-2

Nn+2=-2=n=-1

4n+2:—1$n:—%

dn+2=1=n=—1

MN+2=2=n=0

dn+2=3=n=1

MN+2=6=>n=1

Dejando sdlo las soluciones enteras y evaluando en el enunciado se tiene n = —1, 1.

4
Problema (Medio). Pruebe que la fraccion T 4n i 3 es irreductible para todo natural
n
n. (IMO 1959)
Solucién:

Notemos que 2(21n + 4) — 3(14n + 3) = —1. Si ﬁgig fuera reductible, entonces
21n 4+ 4 y 14n + 3 tendrian un divisor comun, digamos d.

Luego 21n + 4 = da; y 14n + 3 = dag, entonces 2(21n +4) — 3(1dn + 3) = —1 =
2da1 - 3da2 = d(2a1 — 3&2) =—1.

Finalmente d| — 1, o sea la fraccién es irreductible.

Problema (Avanzado). Sean a, b naturales. Demuestre que si 4ab — 1|(4a® — 1)2,
entonces a = b.

(IMO 2007)
Solucion:

4ab — 1|(4a® — 1)* = 4ab — 1b*(4a® — 1)® — (4ab — 1)(4a3b — 2ab + a*) = (a — b)*

Asumamos que existen dos naturales distintos a, b tales que 4ab — 1|(a — b)?. Sea
(a0
4ab —1

> (. Fijemos k y sea
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S = {(a,b) eNxN: (4‘;;_6)12 :k}

Sea (A, B) un par de S que minimice la suma a + b sobre todos los (a,b) € S.
Sin pérdida de generalidad asumamos que A > B. Consideremos ahora la siguiente
ecuacion cuadratica:

(x - B)?

2 2
= — (2B 4+ 4kB B =0
1B 1 k, o sea 2* — (2B +4kB)x + B* + k

Donde sus raices son 1 = A y 3. Por las relaciones de Cardano-Vieta! se tiene:

B2+ k
A

ro=2B+4+4kB—- A=

Lo que implica que ry es un natural, o sea, (r2, B) € S.

Por la minimalidad de A + B tenemos que ro > A, o sea

Btk 4 ps a2 p?
Luego:
(A-BP _ 5
4AB -1 —
O sea:

A—B>A+B({4AB—-1)> (A+ B) »—

Por lo tanto no existen a y b distintos tales que 4ab — 1|(4a® — 1)%, o sea que
4ab —1|(4a® = 1)?2 = a =b.

Lyer Capitulo de Algebra
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12.-Sialbyb#0= o <[] |

Problema (Bésico-Medio). Sean a y b niimeros naturales tales que b*+ba+1 divide
a a®+ab+ 1, pruebe que a = b.

(Leningrado 1990)
Solucién:

b +ba+1la® +ab+1 = b* +ba+1|b(a® +ab+1) —a(b* +ba+1) = b* +ba+1|b—a

Sib>a=b—a>0b*>+ba+1loque es absurdo.
Sia>b=a—b>b>+ba+1loque es absurdo.
Luego a = b.

Problema (Avanzado). Determine todos los pares de naturales (z,y) tales que
r+y+ 722y +y.

(IMO 1998)

Solucion:

oy +y+7y+r+y = 2P +y+7e (e +y+7) —y(Py+z+y) = oty +7|7e—y>
De acé salen tres casos, y2 > Tz, y> = Tz y Tz > y>.

» 42> 7= 92— T >xy? +y+ 7 lo cual es absurdo.
» y? = 7 nos da los pares (752,75),Vj € N.

= Tz >y = Te—y? > xy’+y+7, supongamos que y > 3 = Tx—9 > Tx—y> >
zy? +y+7> 92+ 10 —«. Luego y < 2.

Siy = 1entonces z+8|z2+x+1 = z+8|2? +x+1—(x+7)(z+8) = x+8|57,
luego x + 8 es —57,—19,—-3,—1,1,3,19,57. Como x es natural x + 8 es 19 o
57, entonces z € {11,49}.

Siy = 2 entonces 4x+9|7x —4 = 7(4x+9) —4(7x—4) = 4x+9|79, luego 4x+9

es —79,—1,1,79, pero como 4x + 9 es positivodx +9 =79 = x = % ——.

Por lo tanto los pares son (752, j)jen, (11,1) y (49,1).
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Propuesto 1. Sea A un nimero natural mayor que 1 sea B un numero natural que
es divisor de A2 + 1. Demuestre que B— A > 0= B — A > VA.

(Leningrado 1989)

3.~ Sialby bla = |a| = [b]|

Problema (Medio). Sean a, b, ¢ enteros distintos y P un polinomio de coeficientes
enteros. Demuestre que es imposible que P(a) = b, P(b) =c y P(c) = a.

(USAMO 197})

Solucion:

Sin pérdida de generalidad supongamos que a > b > c. Notemos que :

b=c (médb—c)= P(b)=P(c) (mé6db—c)=a=b=c (médb-— c)

a=c (méda—c)= Pla)=P(c) (mébdb—c)=a=b=c (méd a— c)

Esto ya que P tiene coeficientes enteros.

Entonces tenemos:

a—c=0 (médb—c)

b—c=0 (méda—c) “la—cl=b—

Comoa—c>0yb—c>0entoncesa—c=b—c=a=>b—«.

4.- Si x es coprimo con T1Z3...T, entonces T es coprimo con ri, T €S COPrimo
con Ts,...x €S coprimo con .

Problema (Medio). Sea a > 1 un entero. Pruebe que el conjunto A = {a® + a —
La+a?—1,...,a"" +a" — 1} tiene un subconjunto infinito tal que cualquiera dos
elementos de €l son coprimos.

(Rumania, IMO Selection Test 1997)

2para entender notacién ver seccién de Aritmética Modular
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Solucion:

Sea inicialmente B = {a? + a — 1}, demostraremos que a este conjunto siempre
podemos agregrale otro elemento de la forma a”t! + a™ — 1 que sea coprimo con
todos los elementos del conjunto.

Sea P el producto de todos los elementos de B, notemos que P y a son coprimos,
pues los elementos de B son antecesores de miltiplos de a. Por lo anterior 3 existe un
jtalquea’ =1 (méd P),oseaa’t+a/ —1=a (méd P), luego si ' +a/ —1
y P tuvieran algun divisor en comun, entonces también seria divisor de a, pero como
a 'y P son coprimos, entonces a’*! +a/ — 1 y P son coprimos. Lugo a/*! 4+ a’ — 1
es coprimo con todos los elementos de B.

1.3. Aritmética Modular

Diremos que z =y (méd m) (x es congruente a y en médulo m) si m|z — y. De
esta manera se concluye que x — y = mk para algin k € Z, osea x = y + mk.

Propiedades:
1. a=a (méd m) (Propiedad refleja)
2.a=b (méd m)=b=a (méd m) (Propiedad reciproca)

3.8 z=y (médm)yy =2z (médm) = z = z (mdéd m) (Propiedad
transitiva)

4. Siz=y (médm)=ar=ay (médm)VacZ
5. Si MCD(a,m)=1yar=ay (médm)=z=y (méd m)
6. Siz=y (médm)yw=z (médm)=z+w=y+z (médm)

7.8zxz=y (médm)yw=z (médm)=zw=yz (médm)

3ver pag. 14
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De todas estas propiedades demostraremos sélo las 3, 5 y 7, dejando las restantes
al lector.

Propiedad 3.- Como z = y + mk;, y = z + mky para algunos ki, ko € Z. Luego
y = x — mky, reemplazando en la segunda igualdad: z + mky = ¢ — mk; = x =
z + m(k1 + k2). De la definicién se sigue que z =z (méd m).

Propiedad 5.- Como ax = ay (méd m) = m|ax—ay = a(x—y), como MCD(a,m) =
1 = mlz — y concluyendo lo pedido.

Propiedad 7.- Existen k1, ko € Z tales que x = y + mk1 y w = z + mks, multipli-
cando estas igualdades:

zw = (y + mk1)(z + mka)
= yz + m(k1z + kay + mkika)

= zw=yz (méd m).

Por el Algoritmo de Divisién de Euclides V a, me Z,3 r, q€ Z(m > r > 0) tales
que a = mqg+r. O sea, a = r (mdéd m). Queda claro que a cada entero a se le
asocia un unico entero r € [0, m) como su equivalente en médulo m. Se define como
[x] = {x + mt|t € Z} (Esta es la ‘Clase residual de z en médulo m’).

Claramente si x =y (méd m) = [z] = [y].
Se define como Z,, = {[0], [1], [2],...,[m — 1]}, al conjunto total de clases.

Probablemente la mayor utilidad de trabajar en Z, en vez de Z es que las ecuaciones
diofanticas pasan de tener infinitas soluciones a tan sélo finitas.

Problema. Encuentre todos los primos p para los cuales p* + 11 tiene exactamente
6 divisores distintos, incluyendo 1 y p*> + 11.

(Rusia 1995)

Solucién:

Notemos que 22 =0 (méd 3) Va? =1 (méd 3)

Siz=0 (mMéd3)=22=0 (méd3),Siz=1 (méd3)=22=1 (mdd 3), Si
r=2 (méd3)=22=4=1 (mdd 3))

» Caso 1: p =2 = p?> + 11 = 15, donde sus divisores son 1, 3, 5, 15. O sea no
cumple lo pedido.
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» Caso 2: p =3 = p?+ 11 = 20, donde sus divisores son 1, 2, 4, 5, 10, 20. O
sea cumple lo pedido.

» Caso 3: p>3=p=0,1 (méd3) = p?=1 (méd 3), de donde se sigue
que p? +11=0 (mdd 3).
Luego 3 es un divisor de p? + 11.

Por otra parte p es impar, entonces p®+11 es par. Luego 2 es divisor de p®>+11.

2 2 2
P21l p24+11 p411 2
67 6 3 y P +

Finalmente 6|p2—|— 11. Luego tenemos que 1, 2, 3, y T

11 son divisores de p? + 11, desde ya una cantidad mayor que 6.

Por lo tanto, el tnico p es 3.

Definicién (Funcién ¢ de Euler). Se define la funcién ¢(n) como la cantidad de
naturales menores a n que son coprimos con éste.

Propiedades:

1. Si MCD(m,n) = 1, entonces p(m) - p(n) = ¢(mn).
2. Si p es primo, entonces p(p*) = p* — pF~1L.

3. Sjn:pi"lng...pgk,entoncesgo(n):n< —pil)( —p%)...(l—p%).

La demostracion de estas propiedades queda propuesta al lector.

Teorema de Euler. Sea x € Z tal que MCD(z,m) =1

Se tiene que x#(™) =1 (méd m).

Demostracion:
Sean ay, ag,..., @,(y) los nimeros coprimos con m menores a éste.
El conjunto {za1, zag,..., Ta,m)} (donde MCD(z,m) = 1) es el mismo que

{a1, az,..., a,mm)} en médulo m ya que za; es coprimo con m, Vi < p(m) € Ny
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za; # xa; (méd m) sii# j. Luego:

Tay - Tag - TA () = A1 A2 Q) (méd m)
= 2¢M . (a1a;. .. A pim)) = (@102 .. A yam)) (méd m)

, p(m) .
= 2™ =1 (m6d m) (recordar que 1] a; es coprimo con m)
=1

Corolario (Pequeno Teorema de Fermat). Sea p un primo, se tiene que af = z
(méd p), Vo € Z. Si x es coprimo con p = 2P~ =1 (mébd p).

Ahora introduciremos un concepto no tan conocido pero muy f1til, el orden de un
numero en algiin médulo.

Se define como “orden de a en mddulo m” al nimero d = ord,a tal que es el menor
natural que cumple:

=1 (méd n) (donde MCD(a,n) = 1)
Es claro que ese nimero existe, como vimos a®™ =1 (méd n) asi que en el peor
de los casos d = ¢(n).
Algo que es importante ver es que si ¢ =1 (méd n) = d|z.
Demostracion:

Seax=d-q+7r, d>r>0

=1=a"=a¥"" = () - a"=a" (méd n)

= a" =1 (mdédn) donde d > r > 0, si r # 0 se contradice la definicién de d.
Luego r = 0, o sea, d|z.

Problema. Demostrar que existen infinitos n tales que todo divisor de 2™ — 1 sea

mayor que n (excluyendo a la unidad).

(Rioplatense 1997)
Solucién:

Demostraremos que todo n primo cumple lo pedido.

Sea ¢ el menor divisor de 2" — 1 (claramente ¢ es primo impar) = 2" — 1 = 1
(méd q).

Sea d = ord,2 = d|n, como n es primo = d=1Vd =n.
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nd=1=2=1 (mddq) ——

» d=nComo27 =1 (médq)=d=nlg—1

Finalmente, como pl¢g —1 = p < g—1= p < p+ 1 < ¢, demostrando lo
pedido.

Definicién (Inverso). Sea a € Z tal que MCD(a,n) = 1, entoces existe un elemento
de Z conocido como el inverso de a a™ ! tal que

a-a'=1 (médn)

La demostracién se basa en la Identidad de Bezout que afirma que V a, b € Z
3 x, ye Z tales que az + by = MCD(a,b)

Teorema de Wilson. Sip es primo, entonces (p —1)! = —1 (méd p)
Demostracion:

Sea Zpx = {1, 2,..., p—1}

Notemos que si a € Zpx = a~! € Zp*

Hay dos casos, cuando a =a ! =a-a ' =a?>=1 (mdd p)

= (a—1)(a+1)=0 (médp)=a==+1 (mdd p),luegoa=1,p—1
El otro caso es cuando a # a™!.

En el producto 1-2----- (p — 1) aparecen las parejas de inversos, excepto del —1
y de 1 porque son ellos mismos. Ademads cada elemento en el producto aparece solo
una vez, luego se concluye que

1-2----- (p—1)=1-—-1=-1 (mbd p), demostrando lo pedido.

Problemas Propuestos

Propuesto 1. Encontrar todas las soluciones enteras positivas de 1 4+ 2% 4+ 3V = 23
(Rioplatense 2000)

Propuesto 2. ;Ezisten enteros x,y tales que 3x> — 2y> = 19982

(Bielorusia 1998)
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Propuesto 3. Encuentre todos los enteros positivos para los cuales 7% — 3Y = 4.

Propuesto 4. Sea p > 3 un primo. Sea 7 = 1+ % + -+ p%l donde ** es una

fraccion irreducible. Demostrar que p*|m.
(Teorema de Wolstenholme)

Propuesto 5. Encontrar todos los naturales m,n > 2 tales que

L+m?* +m??"
n

es un entero.

(Bulgaria 1997)

Propuesto 6. Sean A y n dos naturales mayores que 1. Sea S la cantidad de
numeros menores que A™ — 1 coprimos con éste.

Probar que n|s

(Lenmingrado 1990)

1.4. Residuos Cuadraticos

Esta herramienta en aritmética modular surge al estudiar los cuadrados en médulos
primos, para esto introduciremos la notacién de Legendre.

Se dice que a es residuo cuadratico modulo p si 22 =a (mdéd p) tiene solucién.

1siptay aesresiduo cuadrético
Se define <> =1 —1sipfay ano es residuo cuadritico

0 si pla

Una propiedad fundamental es la siguiente:

Proposicién (Criterio de Euler). a7 = (%) (méd p)

De esto se sigue una propiedad importantisima.

56

Ademads como se puede ver facilmente si a = b, entonces (%) = (9>.
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Problema. Probar que <%) + (%) +oo T+ (E) =0

Solucion:

Es equivalente a probar que hay % residuos cuadraticos en Z. Consideremos que
22 =y? (méd p) & x=+y (méd p). Ahora si consideramos el conjunto

1 1
(1,2, 3,..., ]’T, Pl -1

. -1
Al elevar al cuadrado cada elemento vamos a tener un conjunto de 5= elementos

distintos porque cada residuo cuadrético aparece exactamente dos veces en Z,*. Con
esto se concluye lo pedido.

Teorema de la Reciprocidad Cuadratica. Sean p, g primos impares, luego se
tiene que

No presentaremos demostraciéon porque requiere de algunos resultados previos que
no nos seran de utilidad.

Problema. Demostrar que 2 = —1 (méd p) tiene solucion si y solo si p = 1
(méd 4) (donde p es primo impar).

Solucion:

Se nos pide demostrar que (‘71) =lep=1 (mdbd4).
Por Criterio de Euler, tenemos que (—1)1%1 = (_71) (méd p) = (—1)% = (

Luego &5t espar = 21 =0 (méd2) =>p—1=0 (méd4)=p=1 (méd 4).
2

Finalmente, (%) =1lparap=1 (méd4)y —1 en caso contrario.
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Problema. Demostrar que la ecuacion

i 19y2 = —1 no tiene soluciones enteras.

Solucion:

Ocupando médulo 19, 22 = —1  (mdéd 19). Como 19 es un primo de la forma 4k + 3,

entonces (1—91) = —1, algo contradictorio porque x cumple la ecuacién. Finalmente

no hay soluciones.

Problemas Propuestos:

Propuesto 1. Demostrar que la ecuacion x> — dy?> = —1 no tiene soluciones si
existe p primo tal que p=3 (méd 4) y p|d.
Propuesto 2. Resolver la ecuacion z% — y3 + 1 = (42 + 2)3.

2

Propuesto 3. Probar que la ecuacion dxy—x—y = z° no tiene soluciones naturales.

(Propuesto para IMO 1984)

Propuesto 4. Resolver en los enteros la ecuacion x> = y* — 3 para z — 1 divisible
por 4.



Capitulo 2

Geometria

2.1. Puntos y lineas notables en un triangulo

Las Transversales de Gravedad en un tridngulo, se definen como los segmentos que
van desde un vértice del tridngulo al punto medio del lado opuesto. Digamos que las
transversales BB’ y CC’ se cortan en punto llamado G, ahora demostraremos que
AA’ también pasa por G. Prolongemos AG hasta un punto A” tal que 2AG = AA”.
Tenemos que BG || CA” ya que AG = GA” y AB’ = B'C. Anélogamente CG ||
BA”. Por lo tanto ABA”C es paralelégramo. Entonces sus diagonales se dimidian,
o sea GA” corta a BC en A'. Por lo tanto las transversales de gravedad concurren
en un punto que llamaremos Baricentro o Centro de Gravedad.

19
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En la figura podemos ver que (GBA') = (GA'C), porque los tridngulos tienen
bases iguales y la misma altura. Por esta razén , tenemos (GCB') = (GB'A) y

(GAC') = (GC'B)

Sin embargo, también tenemos que (CAC") = (CC'B), o sea, 2y + z = z + 2z, de
ahi que x = y. Andlogamente, (ABA’) = (AA'C), donde obtenemos que y = z. Asi,
tenemos que x = y = z, lo que deriva en la siguiente propiedad:

Proposicion. Un tridngulo es dividido por sus medianas en seis tridngulos de igual
drea.

Continuando con el andlisis de la figura, notamos que (GAB) = 2(GBA’). Ya que
estos tridngulos tienen la misma altura, se sigue que AG = 2 - GA’. Analogamente,

BG=2-GB,yCG=2-GC"

Proposicion. Las medianas de un tridngulo se dividen unas a otras en razén 2:1,
en otras palabras las medianas de un tridngulo se trisecan unas a otras.

A
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Se definen como Simetrales a las rectas que son perpendiculares a los lados de
un tridangulo en sus puntos medios respectivos. Las simetrales también se definen
como el lugar geométrico de los puntos equidistantes a los vértices del tridangulo
(o sea, son el conjunto de todos los puntos con igual distancia a dos vértices del
tridngulo). Digamos que las simetrales de AB y BC' se cortan en un punto O, luego
OA = OB y OB = OC, entonces OA = OC. Por lo tanto la simetral de AC
también pasa por O. Es decir, que las simetrales concurren en un punto que es
el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo, a este punto lo llamaremos
circuncentro, ademas llamaremos al circulo el circuncirculo del tridangulo. El radio
del circuncirculo serd denotado por la letra R.

Las rectas AD, BE, CF, perpendiculares a BC, CA, AB, respectivamente, son
llamadas alturas del AABC.

o

Prolonguemos OG hasta un punto H tal que 20G = GH. Como 2A'G = GA y
LAGH = ZA'GO, entonces ANAGH ~ NA'GO. Luego ZGAH = LG A'O, entonces
OA" || AH. Luego AH 1 BC, o sea AH es altura del tridngulo. Andlogamente BH
y CH son alturas de AABC. Por lo tanto las alturas concurren en un punto que
llamamos ortocentro.
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Los puntos D, E, F son los llamados pies de las alturas. Uniendo estos en parejas
obtenemos ADEF, el tridngulo értico del AABC.

Notemos ademas que G, H y O estdn en una misma recta, la cual llamaremos Recta
de Euler. Ademds como ANAGH ~ AA'GO entonces AH = 20A’.

Ahora llamaremos N al punto medio de OH. Sean U, V y W los puntos medios
de AH, BH y CH respectivamente. Como OA’ || AH tenemos que A]; = % =
1, o sea AN = NU. Por lo tanto N es el circuncentro del tridngulo rectangulo
A'DU. Anslogamente tenemos que N es el circuncentro de AB’EV y de AC'FW.
O sea que N es el centro de una circunferencia que contiene a los nueve puntos
A, B, C', D, E, F, U VyW,la cual recibe el nombre de Circunferencia de los

Nueve Puntos.

B/
w

El tridangulo formado al unir los puntos medios de los lados de un triangulo dado
serd llamado tridngulo medial. En la figura, AA’B'C’ es el tridngulo medial del
AABC. Tenemos insertadas las dos transversales AA’ y BB’ que se encuentran en
G, dos alturas del AABC que se encuentran en H, y dos alturas del AA’B’'C’ que
se encuentran en O.
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A

Primero, AA’B’C’ tiene sus lados paralelos a los del AABC, asi que los tridngulos
son semejantes. Luego, C'B’' = %B C, por lo que la razén entre dos segmentos corres-
pondientes (no sélo los lados correspondientes) sera 1 : 2. De hecho los segmentos
B'C’, C'A', A’B’ dividen al AABC' en cuatro tridangulos congruentes.

Luego, vemos que AC’ A’ B’ es un paralelégramo, asi que AA’ bisecta a B’C’. Por lo
tanto, las transversales del AA’B'C’ se encuentran dentro de las transversales del
NABC, lo que significa que los dos tridngulos tienen el mismo baricentro, G. Por
cierto, el punto medio P de B’C’ también es el punto medio de AA’.

Las alturas del AA’B’'C’" que hemos dibujado son simetrales de los lados AB y BC
del AABC. Cocluimos que O, el ortocentro del AA’B'C’ es a la vez el circuncentro
del AABC.

Como N es el circuncentro del triangulo medial, entonces el radio de la circunferencia

de nueve puntos es 7
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Otro importante conjunto de rectas, es el de las tres bisectrices internas. La figura
muestra la bisectriz AL. Con esto podemos establecer el siguiente teorema:

Teorema de la Bisectriz Interior. Cada bisectriz de un tridngulo divide al lado
opuesto en dos segmentos proporcionales a los lados adyacentes.

Demostracion:

Sea K € AL y CK || AB. Notemos que ZCKL = a = AC = CK = b. Por criterio
de semejanza A — A — A se tiene que el AABL ~ AKCL, entonces:

Cualquier punto en la bisectriz interior del &ngulo A es equidistante de CA y AB. De
manera similar, cualquier punto de la bisectriz interior del angulo B es equidistante
de AB y BC. Por lo tanto el punto I, donde estas dos bisectrices se encuentran,

estd a igual distancia r de los tres lados, por lo que se concluye que las bisectrices
interiores de un tridngulo concurren.
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El circulo con centro I y radio r es tangente a los tres lados del tridngulo y es asi el
circulo inscrito o incirculo. Llamaremos I al incentro y r al inradio.

En la figura se muestra el incirculo, que toca a los lados BC', CA, ABen X, Y, Z.
Como dos tangentes a un circulo trazadas desde cualquier punto exterior son iguales,
vemos que AY = AZ, BZ = BX, CX = CY. Hemos llamado en consecuencia a
estos segmentos x, y, z, asi que:

y+z=a, z+x=b, x4+y=c

Usando estas ecuaciones y la abreviacién de Euler s para el semiperimetro, tenemos:

20+ 2y+2z=a+b+c=2s

asi que:
r+yt+z=s
y ademas
r=s—a, y=s—b, z=s—c¢
Como el tridngulo I BC tiene base a y altura r, su érea es (IBC) = %ar. Agregando

a esto las expresiones andlogas de (ICA) y (IAB), obtenemos 3(a+b+c)r =s-r.
Por lo tanto:
(ABC)=s"r
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En la figura se muestra el tridngulo I,11. cuyos lados son las bisectrices interiores
de los angulos A, B, C. Cualquier punto de la bisectriz exterior I.I, del ZB es
equidistante de AB y BC. De manera similar, cualquier punto en 1,1 es equidistante
de BC y C'A. Por lo tanto el punto I, se encuentra a igual distancia r, de los tres
lados. Como I, es equidistante de los lados AB y AC', debera situarse en el lugar
geométrico de los puntos equidistantes de estas lineas; es decir, debe situarse en
la recta AI, la bisectriz interior de ZA. Por lo tanto las bisectrices exteriores de
dos angulos cualquiera de un tridngulo concurren con la bisectriz interior del tercer
angulo.

El circulo con centro I, y radio p,, es tangente a los tres lados, es uno de los tres
circulos “exinscritos” o excirculo. Llamaremos a sus centros I, I, I, los excentrosy
sus radios rq, 7, Tc los exradios. Cada circulo toca un lado del tridngulo internamente
v a las prolongaciones de los otros dos lados. El incirculo y los tres excirculos, cada
uno tocando a los tres lados, son llamados a veces los cuatro circulos tritangentes
del triangulo.

Marcando los puntos de contacto en la figura, observamos que, como dos tangentes
trazadas desde un punto a un circulo son de igual medida,
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BX, = BZ, y

BX,+BZ,=BC+CXy+ Z,A+ AB
=BC+CYy2+ Y, A+ AB=a+b+c=2s

Asi las tangentes desde B (o cualquier otro vértice) al excirculo mas alld del lado
opuesto son de longitud s. Es mas,

AY, = AZ, = BZ,=BXy, =CX,=CY, = s

Ademads, como C X, = BX, — BC = s — a, y asi sucesivamente:
BX.=BZ.=CX =CYy=s—a

OY,=CX, =AY, =AZ.=s5—b
AZy =AYy = BZ, = BX, =5 —c



28 CAPITULO 2. GEOMETRIA

Problemas Propuestos

Propuesto 1. Sea AABC equildtero y sea P un punto en su interior. Las rec-
tas AP, BP y CP cortan a los lados BC,CA y AB en los puntos A1, By y C1,
respectivamente. Pruebe que:

AB;-BCi-C1A1 > A1B-B1C-C1A
(Verano Matemdtico 2008)

Propuesto 2. En un AABC sea AP la bisectriz del ZBAC con P sobre BC vy
sea BQ la bisectriz del ZABC con Q sobre CA. Se sabe que /BAC = 60 y que
AB+ BP = AQ + QB. ;Cudles son los posibles valores de los dngulos del NABC?

(IMO 2001)

Propuesto 3. Sea ABC un tridngulo rectangulo en C, de catetos a y b, y de
hipotenusa c. Si r es el radio de la circunferencia inscrita del ANABC, demuestre
que:

a+b—c
2

Propuesto 4. Pruebe que el ortocentro de un tridngulo acutangulo es el incentro
de su tridngulo ortico.

Propuesto 5. El AABC' es isdsceles en A, y su incentro es I. Una recta £, que
pasa por I, interseca a los lados AB, AC en D, E, respectivamente. F,G € BC tales
que BF = CFE yCG = BD. Muestre que el ZFIG tiene medida constante al variar
L.

(OMCS 2005)
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Problemas Resueltos

Problema. Sea AABC cualquiera. Considere una recta £ que pasa por el baricentro
G. Sean X, Z)Y los pies de las perpendiculares desde A, B,C a {, respectivamente.
Pruebe que CY = AX + BZ.

(Verano Matemdtico 2007)

Solucion:

Sean AX =a,BZ =b,CY = c. Sea M el punto medio de AB y N el punto medio
de XZ. Note que XZBA es un trapecio (ya que XA || BZ, pues ambas son per-
pendiculares a £), por lo tanto M N es su paralela media, cuya medida corresponde
a la semisuma de las bases (%£2).

Tracemos la transversal de gravedad CM, y notemos que ACZG ~ AMNG. De
esta semejanza, se tiene que:

c CG
ab MG
cG o, )
Pero veamos que G = 1v boraue G es baricentro. De esta forma:

a+b 2

2 b
¢ :1:><a+ )2:c:>a+b:c
2

Y ya que AX =a,BZ =b,CY = ¢, finalmente se tiene que CY = AX + BZ, como
se pedia l
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Problema. Si el vértice A, del triangulo ABC, yace sobre la simetral del segmento
HO (H ortocentro, O circuncentro), determine la medida del ZBAC.

(Verano Matemdtico 2007)

Solucion:

Sea M el punto medio de BC, y sea OM = a. Es sabido que OM L BC, por ser O
circuncentro del AABC. Como vimos AH = 20M, es decir, AH = 2a. Como AT
es simetral de HO (con T € HO, en la figura), se tiene que AAHO es isésceles con
AH = AO = 2a. También se tiene que AO = OC = 2a, por ser ambos circunradios.

Prolonguemos OM hasta O’ de modo que OM = MO’ = a (el orden lineal de los
puntos es O — M — O'). Por criterio de congruencia de tridngulos LAL, se tiene que
AOMC =2 ANO'MC, de donde se sigue que CO’ = CO = 2a, es decir el AOO'C' es
equilatero de lado 2a. Asi ZMOC = 60°. Ademés, veamos que OM es simetral del
BC en el AOBC, luego ZBOM = £ZMOC = 60°.

De este modo, como O es circuncentro, se sigue que ZBOC = 2/BAC. En otras

palabras, ZBAC = ABQOC = 1220 = 60°. Finalmente, el valor del ZBAC es 60° R
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2.2. Cuadrilateros Ciclicos

Definicion. Se dice que un cuadrilatero es ciclico si puede inscribirse en una cir-
cunferencia, es decir, si sus cuatro vértices pertenecen a una misma circunferencia.

Teorema. Un cuadrildtero es ciclico si y solo si sus dngulos opuestos son suple-
mentarios, es decir, suman 180°.

Demostracion:

Veamos la primera implicancia: ABCD es ciclico = ZDAB + ZBCD = 180°.

La notacién XY denotard la medida en grados del arco de circunferencia XY, en
sentido anti-horario.

e~ —

DB BD
Sabemos que /DAB = —5 Y que /ZBCD = — Sumando se obtiene que Z/DAB+
DB+ BD _ 360°
2 2
Ahora probaremos la segunda implicancia: ZDAB + ZBCD = 180° = ABCD es
ciclico.

ZBCD = =180° W
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Considerando la hipdtesis, supongamos que ABCD no es ciclico. Si dibujamos la
circunferencia circunscrita al AABD (T'), se tiene que C no pertenece a I' (de otro
modo ABCD es ciclico). En la figura, sean ZDAB = ay ZBCD = (3. Por hipétesis
a+ [ = 180°.

Prolongamos BC hasta cortar nuevamente a I' en C’. Entonces ABC'D es un
cuadrilatero ciclico (sus cuatro vértices pertenecen a I'). Pero acabamos de probar
que en un cuadrildtero ciclico sus dngulos opuestos suman 180°, entonces ZBAD +
/BC'D = 180° & a+ £ZBC'D = 180° = ZBC'D = 3, pues a + (3 = 180° por
hipétesis. Asi /BCD = Z/BC'D = 3, entonces ZCDC" = 0°, lo que implica C = C".
Por lo tanto C pertenece a I', es decir, ABCD es ciclico [

Nota: en esta demostracién, C' esta en la region interior de I'. Plantee y resuelva el
caso en que C se halla en le regién exterior de I' (es andlogo).

Corolario. Sea ABCD un cuadrilatero, y E un punto en la prolongacién del lado
BC, més all4 de B. Entonces ABCD es ciclico si y sélo si ZEBA = ZADC.

Teorema. Sea ABCD un cuadrilatero. Entonces ABCD es ciclico si y sélo si
/DAC = /DBC.

Demostracion:

Primero probaremos que si ABCD es ciclico, entonces ZDAC = ZDBC'. Usaremos
la misma notacién de la demostracién del primer teorema.

B

C
La tesis es directa, ya que ZDAC = - = /ZDBC O

Ahora probaremos que ZDAC = ZDBC implica que ABC D es ciclico. Supongamos
lo contrario. Sea € la circunferencia circunscrita al AADC, entonces B no pertenece
a Q. En la siguiente figura, sean /DAC = /DBC = a.
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Prolongamos la diagonal DB hasta cortar a {2 nuevamente en B’. Luego AB'CD
es ciclico, entonces ZDAC = /DB'C = « (implicancia anterior). As{ tenemos que
/DBC = /DB'C = «a, de donde ZB'CB = 0°, es decir, B = B’. Por lo tanto
ABCD es un cuadrilatero ciclico O

Nota: En esta demostracién, B esta en la regién interior de 2. Plantee y resuelva
el caso en que B se halla en le regién exterior de © (es andlogo).

Estos teoremas son bastante ttiles en la resolucion de problemas de olimpiadas, como
el lector podra apreciar en los problemas propuestos y resueltos de esta seccién.

Problemas Propuestos

Propuesto 1. Sea AABC un tridangulo con ZACB = 60. Sea E un punto interior
a AC tal que CE < BC. Sea D sobre BC tal que

AE  BC
BD CE
Llamemos P a la interseccion de AD con BE y Q al otro punto de interseccion de

<> <—>
los circuncirculos de los triangulos AEP y BDP. Pruebe que QE || BC.

(Verano Matemdtico 2008)

Propuesto 2. Sea ABC un tridngulo acutdngulo, de alturas AD,BE y CF (con
D en BC, E en AC y F en AB). Sea M el punto medio del segmento BC. La
circunferencia circunscrita al AAEF corta a la recta AM en A y en X. La recta
AM corta a la recta CF en'Y . Sea Z el punto de corte de las rectas AD y BX.
Pruebe que vz I BC.

(OMCS 2007)
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Propuesto 3. Sean KL y KN tangentes a una circunferencia C, con L, N € C. Sea
M un punto en la prolongacion de KN mds alld de N, y sea P el sequndo punto de
interseccion de C con el circuncirculo del AKLM. Sea QQ el pie de la perpendicular
trazada desde N a M L. Muestre que /ZMPQ =2/KML.

(Irdn 1997)

Propuesto 4. Dado un tridngulo isdsceles ABC con AB = AC, anotamos con M
el punto medio del lado BC. Sea X un punto cualquiera del arco mds corto M A
del circuncirculo del ANABM y sea T el punto en el interior del ZBMA tal que
ZTMX =90° y TX = BX. Demuestre que ZMTB — ZC'TM no depende de X.

(Olimpiada Nacional Nivel Mayor 2007)

Propuesto 5. Sea ABC un tridngulo. Sea D la reflexion de C con respecto a AB
y sea E la reflexion de B con respecto a AC'. Las rectas DB y EC' se cortan en T.
Pruebe que AT pasa por el circuncentro del ANABC.

(Verano Matemdtico 2007)
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Problemas Resueltos

Problema. FEl incirculo del AABC tiene centro I y es tangente a BC, AC, AB en
< —— < ——

XY, Z, respectivamente. BINYZ = P,CINYZ = Q. Pruebe que, si XP = XQ),

entonces el NABC' es isdsceles.

(OIM 2001)

Solucion:

Lema. Considere un tridngulo ABC' de incentro I, cuyo incirculo es tangente a
JE— — <~

BC,AC,AB en D, E, F, respectivamente. Sea K = FFE N BI. Entonces /BKC =

90.

Demostracion Lema:

Sean /A =2a, /B = 2f3, ZC = 2v. Trace IE, IC. Es claro que ZIEC = 90 ya que
IE esinradio y AC es tangente al incirculo. Note que AF = AFE por ser tangentes al
incirculo, y como 2a+2342v = 180 se sigue que ZAFE = ZAEF = 3+~. Entonces,
como se sabe que /FBK+/FKB = ZAFK, se sigue que ZF K B = ~. Entonces se
tiene que LZEKI = ZECI = 7, lo que implica que EKCT es un cuadrilatero ciclico,
de donde se sigue ZIEC =90 = /ZIKC = Z/BKC, como se pedia [J
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Sean LA =2a,/B = 23, /C = 2~. Tracemos I X, X P, PC,QX,QB. Veamos que
IX 1 BC pues son inradio y tangente al incirculo, respectivamente. Por el Lema,
se tiene que Z/BPC = 90 = ZCQB, luego QPCB es un cuadrildtero ciclico, de
donde /PBC = /PQC =y ZQCB = ZQPB = ~. Note que IPCX es ciclico
(LIPC = ZIXC = 90), entonces se tiene que ZICX = ZIPX = ~. Andlogamente
se tiene que QI X B es ciclico, de donde ZIBX = ZIQX = (3. Y como XP = X(@Q, se
sigue que ZXQP = /X PQ, es decir, 23 = 2y, o sea /B = ZC: NABC es isésceles
con AB = AC, como se pedia B

Problema. Un punto M es escogido dentro del cuadrado ABCD de manera tal que
LMAC = ZMCD = 20°. Encuentre el valor del ZABM .

(Verano Matemdtico 2007)

Solucion:

20

Como AC es diagonal, se tiene que ZACD = 45°, entonces LZACM = LACD —
LZMCD = 45° —20° = 25°. Por lo tanto ZAMC = 135° (suma de dngulos interiores
en el AAMC). Sea C’ el reflejo de C' con respecto a B. Entonces ZAC'B = 45°.
Notemos de esta forma que C'CMA es un cuadrildtero ciclico (ya que ZAC'C +
LAMC = 45° +135° = 1807), luego LZC'CA = ZC'"MA = 45° = ZC'"MC = 90°.

Notemos que la semicircunferencia con centro en B y radio BC pasa por C’ y
M, porque BC = BC' y ZC'MC = 90° (este dngulo recto estd inscrito en la
semicircunferencia). En otras palabras, BM = BC son radios, y de esta forma
/BMC = /BCM =170°, luego /CBM =40° = /ABM =50° R
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Problema. Sea ABC un tridngulo isdsceles tal que AB = AC. Sea D un punto
en el lado AC tal que CD = 2AD. Sea P un punto en el segmento BD tal que
ZAPC =90°. Pruebe que ZABP = Z/PCB.

(Verano Matemdtico 2008)

Solucion:

Sea ZABP = oy ZPCB = 3. Probaremos que o« = . Sea M el punto medio de

BC, y sean BM = MC = b. Sea AD = a = CD = 2a. Sea { una recta que es
<~

paralela a BC'y que pasa por A, y sea £ = £ N BD. Veamos que, como AABC

es isdsceles con AB = AC, AM ademés de ser transversal de gravedad, es también
altura, es decir, AM 1 BC.

DA 1 _AE _AE

Como AFE || BC, se tiene que ADAE ~ ADCB = C-3-CB- m =

AE =b.

Notemos que AE | MC y AE = MC = b = AECM es un paralelégramo, pero
ZAMC = 90°, lo que implica que AECM es un rectangulo, y entonces ZAEC =
90°.

Notemos entonces que AECP es un cuadrilatero ciclico (pues ZAPC + ZAEC =
90° + 90° = 180°), luego ZAEP = ZACP = z. Ya que AE || BC, se sigue que
/AEB =z = /EBC. Por lo tanto, dado que AABC es isésceles de base BC se tiene
que LZABC = /ACB < /ABP+ /PBC = /ZACP+ /PCB& a+zrx=z+ 0=
a = (3, probando lo pedido B
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2.3. La circunferencia y sus propiedades

Comenzaremos esta seccién estudiando dos importantes teoremas de Euclides, el
primero acerca del producto de las partes en las cuales dos cuerdas de una circun-
ferencia se dividen entre si, y comparando una secante y una tangente trazadas
desde un mismo punto P afuera del circulo. Si consideramos una tangente como el
limite de una secante y combinamos estos resultados, se obtiene lo siguiente:

Teorema. Si dos lineas pasan a través de un punto P y cortan a la circunferencia
en los puntos A, A" y B, B, respectivamente, entonces PA-PA' = PB - PB'.

Figura A

Para probar este teorema sélo tenemos que observar que los tridngulos PAB’ y
PBA’ son semejantes, entonces:

PA PB

PB’  PA"

En la figura B, igualmente podemos usar los tridngulos semejantes PAT y PT A’
para obtener:

PA PT
PT  PA"

y entonces decimos que PA - PA' = PT? = PB - PB'.
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Figura B

Sea R el radio de la circunferencia y d la distancia de P al centro. Al tomar BB’
como didmetro para que P pertenezca a él (con B maés lejos de P que B’), vemos
que, si P estd dentro de la circunferencia (como en la Figura A),

AP-PA'=BP-PB = (R+d)(R—d) = R?> - d*
y si P estd fuera (como en la Figura B),
PA.PA'=PB-PB' = (d+ R)(d—R) =d* - R

La ecuacién
PA-PA = R? - ¢?

proporciona una rapida demostracion a una férmula de Euler:

Teorema. Sean O eI el circuncentro y el incentro, respectivamente, de un tridngulo
con circunradio R e inradio r; sea d la distancia OI. Entonces

d®> =R?> - 2rR

Figura C
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La Figura C muestra la bisecriz interior del /A extendida hasta cortar al circuncircu-
lo en L, el punto medio del arco BC' que no contiene a A. LM es el didmetro per-

pendicular a BC. Denotamos, por conveniencia, o = %A y 0= %B, asi nos damos
cuenta que

/BML=/BAL=«, y ZLBC=/LAC =7
Ademas AMBL ~ AAY I, entonces

LB Iy
LM IA

Como el dngulo exterior del AABI en I es
ZBIL =a+ (3= /ZLBI

se tiene que el ALBI es isosceles = LI = LB. Asi

RP—>=LI-TA=LB-IA
LB/LM
IY/TA
= LM -1Y = 2Rr

=LM 1Yy

esto significa, d> = R? — 2Rr, que era lo que queriamos probar.

Para cualquier circunferencia de radio R y un punto P a distancia d del centro,
llamamos a

d> — R?

la potencia de P con respecto al circulo. Esta potencia es claramente positiva cuando
P esta fuera, cero cuando P pertenece a la circunferencia y negativa cuando P
esta dentro. Para el primero de estos casos ya hemos obtenido la expresién alternativa
PA-PA’, donde A y A’ son dos puntos cualquiera en la circunferencia, colineales
con P. Esta expresion para la potencia de un punto P sigue siendo valida para
todas las posiciones de P si estamos de acuerdo en adoptar la idea de Newton de los
segmentos de linea dirigidos: una especie de vector uni-dimensional en el algebra,
en que
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AP =—-PA

El producto de dos segmentos dirigidos en una linea estd considerado como positivo
o negativo, de acuerdo con las direcciones. Con esta convencién, la ecuacion

d*> — R> = PA.-PA

es valida universalmente. Si P esta dentro del circulo,

d> - R*= —(R*-d*)=—-AP-PA' = PA-PA/,

y si P estd en la circunferencia, A o A’ coincide con P asi que uno de los segmentos
tiene medida cero. En resumen, despues de observar que el producto PA-PA’ tiene el
mismo valor para todas las secantes (o cuerdas) que pasan por P, podemos usar este
valor como una definicién para la potencia de P con respecto a una circunferencia.

El lugar geométrico de todos los puntos cuyas potencias con respecto a dos circun-
ferencias no concéntricas son iguales, es una recta perpendicular a la linea que une
los centros de las dos circunferencias.

En el Plano Cartesiano, el cuadrado de la distancia d entre dos puntos cualquiera
(z,y) y (a,b) es
( —a)® + (y — b)?

Por lo tanto la potencia de (z,y) con respecto a la circunferencia de centro (a,b) y
radio 7 es
P—rt=@—-a)?+@y-0b*—1>?

En particular, el circulo en si es el lugar geométrico de los puntos (z,y) de potencia
cero y tiene la ecuacion

(1) (z—a)*+(y—0b*—r*=0
La misma ecuacién en la forma (z — a)? + (y — b)? = r2, expresa al circulo como el
lugar geométrico de los puntos cuya ditancia de (a,b) tiene el valor constante 7.
Cuando este circulo es expresado en la forma

(2) 2% 4 y* — 2ax — 2by +c =0
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(donde ¢ = a? + b2 — r?), la potencia de un punto arbitrario (z,y) es nuevamente
expresada por el lado izquierdo de la ecuacién, a saber:

22 +y? — 2ax — 2by + ¢
Otro circulo que tenga el mismo centro (a,b) pero un diferente radio tiene una

ecuacion de la misma forma con diferente ¢, y cualquier circulo que tenga un centro
diferente tiene una ecuacién de la forma

(3) 2® +y* —2d/z -2y + =0

donde a’ # a o b’ # b o ambos. Por lo tanto estamos libres para usar las ecuaciones
(2) v (3) para las dos circunferencias no concéntricas mencionadas. El lugar geo-
métrico de todos los puntos (x,y) cuyas potencias con respecto a estos dos circulos
son iguales es:

22 +y? —2ax — 2by + ¢ = 2® + % — 2d'x — 26’y + ¢

Como 22 + 12 se cancela, el lugar geométrico es la recta

( —a)z+ (b —b)y = %(c’ )

Eligiendo nuestro sistema de referencia tal que el eje X una los centros de las cir-
cunferencias tenemos que el lugar geométrico es:

(¢ =¢)

" a0

Esta linea, siendo paralela al eje Y, es perpendicular al eje X que es el que une a
los centros.

0,y

(a,0) o (a’,0)
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Este lugar geométrico se conoce como el eje radical de dos circunferencias. En el caso
particular en el que dos circunferencias se intersecan en dos puntos A y A’, como
cada uno de esos puntos tiene potencia cero para ambas circunferencias entonces
el eje radical es la recta AA’. Andlogamente cuando las dos circunferencias son
tangentes, el eje radical es la tangente a su punto de contacto.

Teorema Simson. Las proyecciones ortogonales de un punto a los lados de un
triangulo son colineales si y solo si el punto pertenece al circuncirculo.

Si trazamos las perpendiculares a los lados de un tridngulo ABC' desde un punto P,
por lo general, los pies de esas perpendiculares son los vértices del triangulo A; B1C.
Vamos a examinar el caso particular donde el punto P pertenece al circuncirculo,
como en la figura . Para ser precisos hemos tomado el punto P en el arco CA que
no contiene a B , entre A y el punto diametralmente opuesto a B . Todos los otros
casos puede ser derivados a lo mismo renombrando a A, B, C. Por los dngulos rectos
en Ay, By y Cq, P pertenece también a los circuncirculos de los tridngulos A1 BC1,
A1B,C y AB1C1. Por lo tanto:

LAPC =180° — B = LC1PA;
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y, restando ZAP A1, deducimos que

LA PC = ZC PA.

Pero como los puntos Ay, C, P, B son conciclicos,

LAPC = ZA1B1C

y como los puntos A, By, P, C pertenecen a una misma circunferencia,

LCPA, = ZLC1B1 A

LA B1C = ZC1B1A

asi que los puntos A1, By, C7 son colineales.

La linea que contiene a los pies es conocida como la Recta de Simson de los puntos
con respecto al tridngulo.
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Teorema de Ptolomeo. Si un cuadrildtero estd inscrito en una circunferencia,

la suma del los productos de los dos pares de lados opuestos es igual al producto de
las diagonales.

Demostracion:

Sea ZABD = /ACD = 3y LACB = ZADB = . Sea E € BD tal que ZBAC =
/DAFE = /BAE = /DAC. Notemos que ANABC ~ NAED = AD - BC =
ED - AC(i). Ademas AABE ~ ANACD = AB - BC = BE - AC(ii). Sumando (7) y
(7i) obtenemos que:

AD-BC + AB - BC = AC(DE + EB)
— AC - BD

que era lo que queriamos probar.
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Problemas Propuestos

Propuesto 1. El incirculo del ANABC' es tangente a BC, AC, AB en D, E, F,

<——
respectivamente. AD vuelve a intersecar al incirculo en el punto Q. Pruebe que EQ)
pasa por el punto medio de AF < AC = BC.

(OIM 1998)

Propuesto 2. Un punto P es escogido dentro de un paralelégramo ABCD tales
que ZAPB es suplementario con el ZCPD. Demuestre que AB-AD = BP-DP +
AP -CP.

Propuesto 3. Son dadas tres circunferencias, Q2,1 y Qo tales que: Q1 y Qo son
exteriormente tangentes entre si en el punto I, y ambas son tangentes interiormente
a Q. Una tangente comiun a 1 y Qo corta a Q) en los puntos B y C, y la tangente
comiin que pasa por I interseca a Q en A (A estd al mismo lado de BC que I).
Muestre que I es el incentro del AABC.

(IMO ShortList 1992)

Propuesto 4. Sea AD la altura relativa al lado BC del tridngulo ABC, M y N
son los puntos medios de los lados AB y AC, respectivamente. Sea E el sequndo
punto de interseccion de las circunferencias circunscritas a los tridngulos BDM y
CDN. Muestre que la recta DE pasa por el punto medio de MN.

(Verano Matemdtico 2008)

Propuesto 5. Sea T un punto arbitrario en el arco menor BC del circuncirculo
del triangulo equilatero ABC. Pruebe que AT = BT + CT.
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Problemas Resueltos

Problema. Sea C un punto en la semicircunferencia de didmetro AB, y D un
punto en el arco BC. M, N, P dimidian AC, DB, CD, respectivamente. Sean O4 el

< <
circuncentro del NACP, y Op el del ABDP. Pruebe que O4Op || MN.

(OIM 2003)

Solucion:

Sea E = 1<4_C>' N BD. Como ABDC es ciclico, se tiene que EC - EA = ED - EB, es
decir, E tiene la misma potencia sobre los circuncirculos de los triangulos AACP y
<

ABDP, entonces la recta P corresponde al eje radical de estos dos circulos: luego

< > < — <> D — J— -

EP 1 O40p|(i). Sean S = NPNAC y T = MPNBD. Tracemos BC'y AD. Note
que, como AB es didmetro de la circunferencia, se tiene que ZACB = ZADB = 90.
Ahora bien, como M es punto medio de AC' y P es el punto medio de C'D, se sigue

—> «—> _

que MP || AD = ZMTE = 90. Anélogamente, ya que N es punto medio de DBy
— <« <«
P es punto medio de CD, se tiene que NP || BC = ZNSE = 90. Por lo tanto P
es el ortocentro del AEMN (ya que NS y MT son alturas y se intersecan en P),
<—— < «— >
luego | EP L MN | (i7). Finalmente, de (i) y (ii) se obtiene M N || O4O0p, como se
pedia B
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Problema. Sean A, B,C, D, E cinco puntos tales que ABCD es un paralelégramo
y BOED es un cuadrildtero ciclico. Sea L una recta que pasa por A y que corta a

CDenF ya <B_)C en G, de modo que EF = EG = EC. Pruebe que L es la bisectriz
del /ZDAB.

(IMO 2007)

Solucion:

Afirmacién: Sea () la circunferencia circunscrita al cuadrilatero ciclico EDBC.
Entonces E es el punto medio del arco BD que contiene a C' en ).

A

Por enunciado AEFC es is6sceles de base FC, y AECG también lo es, de base CG.
1

Con centro en C se hace una homotecia de razén 5 a los puntos A, F, G quedando
asi determinados los puntos O, M y N, respectivamente. Estos tres puntos son coli-
neales, ya que A, F' y G lo son. Por los isdsceles mencionados al inicio, se tiene que
EM 1 FC,EN 1 CG: luego, por teorema de Simson en el ABCD con respecto a
€, se tiene que M, N y la proyeccién de E sobre BD son colineales; notemos que
esta proyeccién es O, ya que O € BD por ser punto medio de AC y por tanto
interseccién de las diagonales del paralelégramo ABCD. Luego EO L BD y O es
punto medio de BD, luego E se encuentra en la simetral de BD, o sea E es punto

medio del arco BD que contiene a C' [J

Sea /DAG = «, ya que AD I BC = /BGA = «, luego bastard probar que
ABAG es isésceles de base AG para obtener lo pedido. Como E estd a la misma
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distancia de F, C' y G, tracemos la circunferencia de centro F y radio EC, que corta
a la circunferencia Q en C'y en P (la circunferencia de la afirmacién). Tracemos
BE,BP,DE,EP,PG,PC,PD. Se sabe que /ZECP = /EPC = 1', luego ZECP =
/EDP =1y /EPC = ZEBC = 1, y dado que E es el punto medio del arco
BD que contiene a C' (afirmacién), se sigue que ZEDB = ZEBD = (3, o sea
/PDB =1+ 3 = ZDBC, entonces BDPC' es trapecio isésceles (dado que es

ciclico), entonces sus diagonales son congruentes, o sea DC' = BP (x).

Veamos que /EPG = /ZEGP = 2/, y sea ZCPB = 3/, luego /PCG = Z/CPB +
/PBC =3 +1+1 (estoyaque ZEDP = ZEBP = 1), asi /ZPCG =3 4+1+1 =
/ECG + /ECP = /ECG+1 = /ECG =1 +3 = ZEGC. Por todo esto
/BGP =1 +3+2 = /BPG, o sea BP = BG = DC (por (x)). Pero DC = AB
(por paralelégramo ABCD), asi BG = BA, y ABAG es isésceles de base AG,
probando lo pedido W

Problema. Dos circunferencias, €21 y Qo se cortan en M y en N. La recta £ es

tangente comun a ambas circunferencias en A y B, respectivamente, con M mds

cerca de ¢ que N. La recta paralela a £ que pasa por M corta de nuevo a 1 en C
> < «— —— «— ——

yaQo enD. Sean E =CANDB, P=ANNCD yQ = BNNCD. Pruebe que

EP = EQ.

(IMO 2000)

Solucion:

Sea /EBA =ay /EAB = 3. Como AB || CD se sigue que /EBA = /EDM = q,
y por ser /M BA semiinscrito en el arco menor M B, se tiene que Z/BDM
/ZABM = «a. Analogamente /ZEAB = /ECM = /MAB = (3. Asi AMAB
AEAB (ALA), luego MA = AE y MB = BE, luego AB es bisectriz y también
mediatriz en los tridngulos isésceles AME y BME, entonces ME 1| AB, y ya que

1l
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AB || CD = /EMQ = 90.

Sea T = NM N AB, luego, por potencia de T sobre Q7 y s, respectivamente, se
tiene que TA2 =TM -TN y TB?>=TM -TN, luego TA =TB.Y como AB || CD,
se tiene ANAB ~ ANPQ, y como T es punto medio de AB, entonces M lo es de
PQ. Luego AEMP = AEMQ (LAL), luego EP = EQ, que es lo pedido B

2.4. Colinealidad y Concurrencia

El segmento de linea comprendido entre un vértice de un tridngulo y cualquier punto
dado en el lado opuesto (o su prolongacién) es llamado ceviana. Entonces, si X, Y,
Z son los respectivos puntos de los lados BC, CA, AB de un AABC, los segmentos
AX, BY, CZ son cevianas.

Teorema de Ceva. Si tres cevianas AX, BY , CZ, pasan cada una por un vértice
distinto del triarigulo ABC' y son concurrentes, entonces:

BX CY AZ
XC YA ZB
A
7z
Y
B X C

Cuando decimos que tres lineas (o segmentos) concurren, significa que todas pasan
por mismo un punto, que llamaremos P. Para probar el Teorema de Ceva, recorde-
mos que las areas de triangulos con igual altura son proporcionales a las bases de
los tridngulos. Respecto a la figura, tenemos que:

BX (ABX) (PBX) (ABX)-(PBX) (ABP)

XC ~ (AXC) ~ (PXC)  (AXC)— (PXC) (CAP)
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Anélogamente,
cYy (BCP) AZ  (CAP)

YA~ (4BP) ¥ ZB~ (BCP)

Multiplicando obtenemos:
BX CY AZ (ABP) (BCP) (CAP)
XC YA ZB (CAP) (ABP) (BCP)

El reciproco de este teorema dice:

=1.

Corolario. Si tres cevianas AX, BY, CZ, satisfacen que:
BX CY AZ
XC YA ZB
entonces son concurrentes.

Nota: Ambos teoremas son validos cuando las cevianas cortan a las prolongaciones
de los lados y/o concurren en un punto fuera del tridngulo, como en la figura:

A

Teorema de Menelao. Si los puntos X, Y, Z en los lados BC, CA, AB (o en
sus prolongaciones) de un ANABC' son colineales, entonces:
BX CY AZ
CX AY ZB
Reciprocamente, si esta ecuacion es vdlida para los puntos X, Y , Z en los tres lados,
entonces estos tres puntos son colineales.

Figura A
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Figura B

Dada la colinealidad de X, Y, Z, como en la figura A B, sean hy, ho, hg las medidas
de las perpendiculares de A, B, C a la recta XY . Por Thales:

BY by CY _hy AZ Iy
CX hy' AY hi’ BZ hy
Ahora multiplicando obtenemos lo pedido.
Al igual que con el Teorema de Ceva, el reciproco de este teorema es cierto.

Corolario. Si tenemos que X, Y, Z estan en los tres lados tal que:

BX CY Az
CX AY ZB

entonces X, Y, Z son colineales.

Sea Z' el punto de interseccién de AB y XY . Entonces:

BX CY Az
CX AY 7'B
Luego:
Az Az
BZ'  BZ

O sea Z coincide con Z’, y probamos que X, Y, Z son colineales.

Si le damos sentido a los trazos tenemos:

BX CY AZ
CX AY Z'B

= 1.
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Problemas Propuestos

Propuesto 1. Sea ABCD un paralelégramo. Consideramos dos puntos, E € BC y
—_— —> < — < >

F e AD. Sean G = AENBF y H= EDNCF. Pruebe que la recta GH biseca al

paraleldogramo.

(Mathematical Quickies-Charles W. Trigg)

Propuesto 2. Dado un ANABC escaleno, se llaman A’, B’ y C' a los puntos de
interseccion de las bisectrices interiores de los dngulos /A, ZB y ZC con los lados
opuestos, respectivamente. Sean:

A" la interseccion de E con la mediatriz de AA’.
B" la interseccion de z&l con la mediatriz de BB'.
C" la interseccion de AB con la mediatriz de CC".

Muestre que A", B" y C" son colineales.
(OIM 2004)

Propuesto 3. Sean ABC un tridngulo con incentro I y € una circunferencia de
centro I, de radio mayor al de la circunferencia inscrita y que mo pasa por Minguno
de los vértices. Sea X1 el punto de interseccion de £ con la recta AB mds cercano a
B; X9, X3 los puntos de interseccion de £ con la recta BC' siendo Xo mds cercano
a B; y X4 el punto de interseccion €2 con la recta CA mds cercano a C. Sea K el
punto de interseccion de las rectas X1Xo y X3X4. Demuestre que la recta AK pasa
por el punto medio del segmento XoX3.

(OIM 2007)

Propuesto 4. Sea ABC un tridngulo escaleno. Sean D y E los puntos donde las
bisectrices interiores de /A y /B cortan a BC, AC, respectivamente, y sea F el
punto de corte entre la bisectriz exterior del /C y AB. Pruebe que D, E,F son
colineales.

(Cozeter, Geometry Revisited)

Propuesto 5. (Recta de Gauss) Una recta corta a los lados AB, BC' y a la prolon-
gacion del lado AC del ANABC, respectivamente, en los puntos D, E y F'. Demuestre
que los puntos medios de los segmentos CD, AE y BF se encuentran en una recta.
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Problemas Resueltos

Problema. Sea O el centm del pamlelogmmo ABCD, con ZAOB > 90°. Tomamos
los puntos Ay y By en OA Y OB respectivamente, de manera que Ay este al mzsmo
lado de O que A, By esté al mismo lado de O que B, y de tal forma que A1B1 I AB
y ademds LA1B1C = LABC /2. Demuestre que Al<—>D 1 BTC>'

(Verano Matemdtico 2008)

Solucion:

Sea ZA1B1C = a — LABC = 2a. Como A1B; || AB 'y ABCD es paralelégramo,
— < —> «—
se tiene que A1 B, | DC = ZCB1Ay = ZTCD = o, donde T'= A1 D N B, C.

Sea F =TON DC. Por el Teorema de Ceva aplicado al AT'DC' con respecto a las
cevianas TE,CA; y DBy que concurren en O, se tiene lo siguiente:

TA, DECB;

AD EC B,T

TAy DE BT
AiD EC (OB

TA BT DE
Pero Allé = C’lBl por Teorema de Thales (DC I A1B1) asi ool 1. Pero
también — = 1 (ya que las diagonales de un paralelégramo se dimidian), luego
DE  AO — e
—=—=1 E| AD || B /CBA=/TED = 2a.
50 = 00 = OF || | BC = £C o'

Note ahora que ZTCE+/ZCTE = 2a,y como ZTCE = a, se sigue que ZCTE = a,

y por lo tanto EC' = ET'. También se tenia que EC = ED, asique EC = ED = ET,
— <

lo que implica ZDTC = 90, o sea A1 D | B1C', probando lo pedido B
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Problema. Considere un punto D en el interior del tridngulo ABC'. Se trazan las
circunferencias w1 y we de modo que wy pase por B y D, wy pase por C y D,
ademds la sequnda interseccion de las circunferencias (distinta a D) pertenece a la

J— —_ < > R —— >
recta AD. Sean E = wiNBC,F =w,NBC, X =DFNAB,Y = DENAC. Pruebe
<——> —
que BC' || XY.

Solucion:

SeaT = BCnN AD y K =wi;Nwsy, K # D. Por potencia de T sobre w; se tiene que
BT -TE = DT -TK. De la misma forma, por potencia de T sobre wo, se tiene que
TF-CT = DT -TK. De este modo, se sigue que

BT -TE=TF -CT

(BF + FT)TE = TF(CE + ET)
BF -TE+FT-TE=TF-CE+TF-ET
BF -TE=TF -CE

EE_QE()
FT ~ ET |V

Ahora, por el Teorema de Menelao aplicado al tridngulo T'AB con respecto a los
puntos D, X, F':

TD AX BF _ (i)
DAXBFT |\

De igual modo, por el Teorema de Menelao aplicado al tridngulo TAC' con respecto
a los puntos D, Y, E se cumple que:
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DAY CE | o

DAYC ET

Igualando (i7) y (7i7), simplificando y usando ():

TD AX BF TD AY CE

DAXBFT DAYCET
AX _AY
XB YC
AX - YC =AY - XB
AX(AY 4+ AC) = AY (AB + X A)
AX -AY + AX - AC = AY - AB+ AY - XA
AX - AC = AY - AB
AX AY | .
a5~ ac| ™

Considerando la igualdad (iv) y que ZXAY = ZBAC por ser opuestos por el
vértice, se deduce que AAXY ~ AABC, de donde ZAXY = Z/BAC — BC || XY,
como se pedia W

Problema. En el cuadrilatero convero ABCD, E, F son puntos medios de AD, BC),
JR— —_ —_ e JE—

respectivamente. CENDEF = O. Si AO y BO trisecan CD, pruebe que ABCD es

un paralelégramo.

(OMCS 2006)

Solucion:
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Sean DP = PQ = QC = a, AE = ED = b, BFF = FC = c. Por el Teorema de
—
Menelao al AADQ con respecto a £OC"

b 3 QO
b a OA

=1=3Q0 =0A

Nuevamente por el Teorema de Menelao al ABCP con respecto a FOD:

EBa PO

-—=1=3PO =0B

¢c a OB

Luego, por LAL AOBA ~ AOPQ en larazén 3 : 1, entonces ZOPQ = LOBA =
AB || DC, también BA : PQ =3:1 = BA = 3a. Por lo tanto BA = DC, y como
AB || DC, se tiene que ABCD es un paralelégramo, probando lo pedido W

Problema. Los lados AB, BC,CD y DA de un cuadrildtero son cortados por una
recta £ en los puntos K, L, M y N, respectivamente. Demuestre que:

AK BL CM DN _
KB LC MD NA

1

(Verano Matemdtico 2008)

Solucion:

Consideremos el cuadrilatero de la figura. Tracemos la diagonal BD, que corta a la

recta £ en el punto F. Sean BE = a y ED = b. Por el Teorema de Menelao en el
R —

ABDA con respecto a la recta EK N, se tiene que:
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AK a DN

KBbNA

sigue:

BLOM b _
LC MD a

Haciendo (i) - (i), se obtiene que:

AK

KB

DN
NA
AK
KB

Probando lo pedido B

Ademas, por el Teorema de Menelao en el ABC'D con respecto a la recta ELM, se

=1/ (#4)

M _ |
MD
DN _,
NA



Capitulo 3

Algebra

3.1. Principio de Induccion Matematica

Para cada n € N, se tiene una proposicion p, que puede ser verdadera o falsa, de
modo que:

a) pp es verdadera y

b) para un k cualquiera en N, podemos suponer que py es verdadera y basados
en eso demostrar que px41 es verdadera.
Entonces se cumple que p,, es verdadera Vn € N.

Problema. Demostrar que 41 + 372 es divisible por 13.

Solucién:
Verificamos a) py: 4211 + 3142 = 64 4 27 = 91 = 13 - 7 es verdadera

Verificamos b) Supongamos que py: 42*+1 + 352 es divisible por 13. Ahora veamos
que pasa con

Pral : Q2041 g(k+1)+2 _ 42 g2k+1 | 3. gk+2
— 16 - 42k+1 4 3. gk+2
= (13 4 3)42FF1 3. 3~+2
= 13- 42RF1 g (g2kF] g2y

—_——
divisible por 13

divisible por 13
. pn es verdadera Vn € N

59
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Problema. Encontrar el término general de la sucesion dada por

U1:3
UQ:5

Up =3 Up_1 — 2 Up_9, VN >3

Solucion:

Si examinamos
uz3 =15—-6=9

ug =27 —-10=17
us =51 — 18 =33

podemos conjeturar que u,, = 2" + 1.

Demostraremos por el Principio de Induccién:

a) prrur=3=2"4+1ypru=5=22+4+1
b) Suponiendo que

Pk—1 uk_1:2k71+1ypk: uk:2k+1.

Demostraremos que ug11 = 2k+1 4 1.
Tenemos que ugy1 = 3ug — 2ug—1, entonces
w1 = 328 + 1) — 2281 1)
=3.2F43-2.281 9
=3.2F 2k 11
=2.2F 11
—_ 2k+1 41

. pn es verdadera Vn € N

Nota: Observemos que como supusimos verdadero para dos naturales consecutivos
(k—1, k), entonces debemos tener dos casos bases consecutivos
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Problemas Propuestos

Propuesto 1. Demostrar que 1172 + 122"+ s divisible por 133 para todo n na-
tural.

Propuesto 2. Demostrar que (1 +z)" > 1+ nz Ve N.

Propuesto 3. La sucesion de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8,...) se define de manera
TECUTSIVA, COMO

fn+1 = fn + fnfl Vn > 2

oG () (57))

Propuesto 4. ;Para qué valores de n se tiene que 2" > n??

Demostrar que

3.2. Sumatorias

Las sumatorias corresponden a una notacién que permite escribir en forma compacta
largas sumas de términos que tienen “algo en comun”, més especificamente sirven
para evaluar expresiones que dependen de una variable que se mueve en los niimeros
naturales. Se representan con la letra griega 3 y se debe indicar en la parte inferior,
la variable, desde que ntimero comienza y en la parte superior, hasta que nimero se
evalua. Algunos ejemplos:

9

i)Y i=1+2+43+4+45+6+7+8+9
=1
4

i) ) B3j=3+6+9+12
j=1

Las propiedades de la suma se reconocen en las sumatorias:

= Separacién de la suma

k

> (ai+bi) Zaz—i-Zb
=7
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» Factorizacién de una constante ¢ (cuando el factor no depende del indice)
k k
E ca; = C E a;
i=j i=j

= Suma de una constante ¢

k

Zc:c(k:—j—i-l)

=7

» Corrimiento de indice (para [ € N)

k b+l
g a; = g Qq—]
i=j i=j+l

Algunas sumatorias utiles, demostrables por induccién son las siguientes:

= Suma de los primeros n naturales

n

. o nn+1
ZZZ (2‘1')

i=0,1

= Suma de los cuadrados de los primeros n naturales

zn: 2 nn+1)(2n+1)

6
i=0,1

= Suma de los cubos de los primeros n naturales
zn: 3 [n(n—i— 1)]2
A B 2

1=0,1

= Suma de las potencias de un ntmero

an+1 -1

n

E at = 1
a_

i=0
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Sumatorias telescopicas

Son aquellas sumatorias que al expandirlas van restando sus términos, reduciéndose
finalmente a sélo dos de ellos. En general seria:

k
> (ai = air1) = aj — apya

i=j
Algunos ejemplos son:
k k
= Y ln(1+1)= Zln( L) = > In(i+1) —In(i) = In(k + 1) — In(j)
=7 =7
R z \/k+1\/E N VEIVE s 11
kzl \/k(k+1)(\fk+ 1+vk) § k(k+1)(k+1—k) k; E(k41) k; vk  VE+1
_ 1
=1l-7a

Problema. Sean n,r € N tales que 0 < n < r. Pruebe que
e r—1
-1 k — (_1\"
> (7)ot =)
k=0

sin usar induccion.

(fefm, Universidad de Chile, 2001)

Solucion:

D

n
k=0

(-2 G2+ ()
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Progresiones Aritméticas

Corresponden a sucesiones donde cada término se obtiene sumando una constante
al término anterior. Mateméticamente hablando se definen:

a():A
ap =d+ anp_1

Mediante las sumas conocidas, se pueden calcular facilmente los primeros & términos
de una P.A:

k k k k
S Atdi=AY 14+dY i=Ak—j+1)+d) i
i=j =] i=j i=j

En particular si j = 0:

Progresiones Geométricas

Corresponden a sucesiones donde cada término se obtiene multiplicando una cons-
tante al término anterior. Matematicamente hablando se definen:

a():A

Ap = TAp—1

Podemos calcular la suma de términos de una P.G usando las propiedades ya vistas:
k k
>k ay
i=j i=j

En particular si j = 0:



3.2. SUMATORIAS 65
Sumas dobles

Corresponden a sumatorias donde el término a sumar es también una sumato-
ria. Cuando los indices son completamente independientes entre si, éstas tienen
la propiedad de poder intercambiarse, es decir:

§=0 i=0 i=0 j=0

Esto puede generalizarse para mas sumatorias, donde siempre que los indices sean
independientes, se pueden intercambiar como se desee.

Binomio de Newton

El binomio de Newton es una poderosa herramientas que a través de sumatorias y
coeficientes binomiales nos permite calcular la potencia n-ésima de un binomio (con
n € N). Formalmente se tiene que:

n & n n—
(z+y)" = <k>x’“y g
k=0

n
Notemos que de aqui se desprende usando z =y =1 que ( Z > =2"
k=0

Problema. Demuestre que Vn € N

So-ef =301 )

k=0 k=0
Solucion:
S (i) =S (1) =5 (" e
:xl(g(njl >(—ﬂf)j—1> =1((1-2)"-1)

A=zt 1 1-(1-z)"t! _ 1-(1—a)"t!
x + z T - 1-(1-2)

n

= > (1—-a)f

k=0
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Problemas Propuestos

n n k
Propuesto 1. Si A, = ;;o ¢ yB,=> (%) .
"l n+1
Pruebe que ig(] < i1 ) A; =2"B,
(Olimpiada Matemdtica Hingara)

Propuesto 2. Calcule el valor de la suma
- 99 99 99 99 99
_ _1\k — _ .
s=n e (8)-(0) ()« (7) (%)
k=0
(Problema 29,AHSME 1989)

3.3. Polinomios

Diremos que un polinomio es una funcién que va desde un cuerpo K a otro cuerpo
K (podria ser R o C), de modo que:

p: K—K

n
x —p(z) =ag + a1zt + asx® + ...+ apz” = Z apz’
k=0

Definicién. : Llamaremos grado de un polinomio p o grad(p) al mayor exponente
de x.

Ejemplo 1: p(z) = 22 + 2 + 3, grad(p) = 2
Ejemplo 2: q(z) = 27 + 2% + 23 + , grad(q) = 7
Ejemplo 3: r(x) =5, grad(r) =0

Nota: Si p(z) = 0 diremos que grad(p) = co.

Proposicién. Diremos que dos polinomios p(x) y q(x) son iguales si y solo si sus
coeficientes son iguales.
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Factorizacion en C

Sea p(x) = ag+arz' +ar?®+ ...+ a,x" luego existen a, ¢y, ¢z, ...c;, € C y naturales
l1,l2, ..., € N tales que:

p(x) = alz — ) (z — )% (& — cm)™

Raices de un polinomio: Diremos que x( raiz del polinomio p si p(xzg) = 0 (notar
que ¢, €2, ...Cpy, son raices del polinomio p)

Teorema Fundamental del Algebra. Sea p(r) = ap + arxt +asx® 4+ ...+ apa”
con a; € C y grad(n) < 1. Entonces p posee n raices (no necesariamente distintas)

en C

Relaciones de Cardano-Vieta

Notemos que un polinomio de grado 3 tiene la siguiente forma:

p(z) = ap + a1z + agz® + azzr® (1)

De igual forma por el teorema de la factorizacién en C:

p(x) = ao(z — a)(z = f)(x =) (2)

Desarrollando (2) llegamos a:

p(z) = ag(z—a)(z—B)(xz—7) = apx® —ao(a+B+7)z +ao(af+By+ay)z —agafy)

De esta forma, por la igualdad de polinomios tenemos que:

ag

afy =——
as

a
o+ By +ay=—
as

a2

04—1—6—1—72—;3

Estas propiedades son generalizables para polinomios de grado n siguiendo el mismo
procedimiento anterior.
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Si las raices de p(x) = ag + a1x + ... apx™ son r1, To,..., T, tenemos:

a
rirors3 ... ry, = (_1)7170
Gnp,

(1)t

rrer3 ... Tp—1+ -+ 7ror3...ry = u
n

Trar3 .. Ty Ty g2 ... Ty = (—1)

An—2
rire +rir3 + o+ rp—1rp =
n
Ap—1
rn+ret+ry3t+-o-+ry=—
an

Donde en cada ecuacién se sumaran todos los posibles productos de j términos.

3.4. Funciones

Definicion. Consideraremos funcidn como un caso de relacién o de correspondencia
matematica entre dos conjuntos X, Y, donde a cada x € X le corresponde un tncio
y € Y, que denotamos y = f(z), y que se lee “y funcién de z”. Diremos entonces
que f: X =Y, queselee “f de X en Y.

Exigiremos que se cumplan las siguientes condiciones:

» De Existencia: Vx € X, Jy €Y :y = f(z)

» De Unicidad: Si y1 = f(z) Ay = f(z) = y1 = yo

Al conjunto X lo llamaremos Conjunto de entrada o Dominio, y se anota Dom(f).
A los elementos del dominio se les llama argumentos de la funcién.

Al conunto Y se le llama Conjunto de llegada o Codominio de f, y se anota
Codom(f). A los elementos y € Y tales que y = f(z) para algin x en el dominio se
les llama imégenes de f, y al conjunto de todas las imagenes se le llama Imagen o
Recorrido de la funcién, que se anota Rec(f).
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Ejemplos:

1
1. Sea f tal que f(x) = vt T Para esta funcién se tiene:
Tz —

Dom(f) =R—1, Rec=R—1.

2. Sea f: R — R(J)r, tal que:

f(x):{x ,six >0

—xr ,sizxz<0

Esta funcién se denota f(x) = |z|, y se llama mddulo o valor absoluto.

Propiedades

1. SiVay,xe € Dom(f), f(x1) = f(x2) = x1 = x2, 0 sea la funcién es uno a uno,
entonces diremos que es Inyectiva.

2. Si Vy € Codom(f),3z € Dom(f) : y = f(z), entonces diremos que f es
Epiyectiva o Sobreyectiva. En este tipo de funciones Codom(f) = Rec(f).

3. Si f es inyectiva y epiyectiva, diremos que f es Biyectiva.
Ejemplos:

» f(x) =a” (a € RY) es inyectiva.
» f(x) = 23 — z es epiyectiva.

» f(z) = mz + n es biyectiva.

Paridad

Se dice que una funcién es par si Vo € Dom(f), —z € Dom(f) = f(—xz) = f(z).
Se dice que una funcién es impar si Vo € Dom(f), —x € Dom(f) = f(—x) = —f(x).

Cuando una funcién no cumple ninguna de las condiciones anteriores se dice que no
tiene paridad.
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2

[ ]
~
—~

8
~

I

cos(x), g(x) = z%, h(x) = |z| son funciones pares.
» f(x) =sin(x), g(z) = 2%, h(x) = z son funciones impares.

» f(z)=x+1, g(x) =22+ 2 — 2 son funciones sin paridad.

Crecimiento

La funcién f es creciente en [a, b] siy sélosi Vi, xg € [a,b] : x1 < 22 & f(x1) < (z2).

La funcién f es estrictamente creciente en [a,b] si y s6lo si Vxi,xe € [a,b] : 1 <
2 & f(x1) < (22).

La funcién f es decreciente en [a,b] si y s6lo si Vay,x9 € [a,b] : 1 < 9 < f(z1) >

(z2).

La funcién f es estrictamente decreciente en [a,b] siy sélo si Vay,xe € [a,b] : 21 <
T2 < f(xl) > (372)

Si la funcidon es estrictamente creciente o decreciente entonces se dice mondtona.
Notemos que la monotonia de una funcién implica que ésta es inyectiva.

Periodicidad

Una funcién es periddica si y sélo si f(x) = f(x + kt) (Vk € Z). Diremos que t es el
periodo de f.

. Y
Ejemplo:

.sin(x), cos(z), y en general todas las funciones
trigonométricas son periédicas.

Concavidad

Una funcién es convexa en un intervalo [a,b], si y
solo si
fa+ (1 =2)b) <Af(a) + (1 =Nf() (0<A<1).

Una funcién es concava en un intervalo [a,b], si y

sblo si
fa+ (1 —=Xb) > Af(a)+(1—=X)f(b) (0<A<T).
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3.5. Numeros Complejos

Comenzaremos con los niimeros complejos como respuesta a la incapacidad del con-
junto de los niimeros reales de dar solucién a ciertas ecuaciones tales como:

32+ +2=0

Para esto visualizaremos a este nuevo conjunto como un plano cartesiano donde
tendremos un eje real y un eje imaginario y cada nimero complejo correspondera a
un “punto en ese plano”. Esta representacién nos permitira visualizar mas facilmente
las propiedades de estos ntmeros.

Andlogamente a los nimeros reales, en los complejos estan definidas las operaciones
+, - y constituyen un Cuerpo, esto quiere decir, que ambas operaciones son aditivas,
asociativas, existe un tnico elemento neutro para cada operacién, la multiplicacién
distribuye con respecto a la suma, entre otras propiedades. Vemos entonces que los
Reales son sélo una “recta” (el eje z) en el inmenso plano de los complejos, que
hereda todas las propiedades de este conjunto mas grande.

Notacién y operaciones

La primera manera de escribir un nimero complejo guarda relacién con las coor-
denadas cartesianas que éste ocupa en el plano. Se tiene entonces que si el niimero
z ocupa las coordenadas (a,b)(con a,b € R) éste se notard como a + bi. Donde
i = v/—1, este ntimero es la llamada unidad imaginaria; a corresponde a la parte
real de z (se nota Re(z) = a) y b a la parte imaginaria de z (Im(z) = b). Esta
notacion es la méas cémoda a la hora de realizar adiciones. Veamos cémo se realiza.

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

En otras palabras, corresponde a sumar las partes real e imaginaria por separado.
Graficamente podemos considerar cada ndmero como un vector que va desde el
origen del sistema hasta la posicion del niimero. En ese caso la suma corresponde a
la simple suma de vectores(mediante métodos como el poligono o el paralelogramo).

La multiplicacién es en apariencia un poco més dificil, pero corresponde simplemente
a la multiplicacién de dos binomios. Veamos cémo:
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(a+bi)-(c+di) = ac+ adi+ cbi+ bdi*
ac + adi + cbi — bd
= (ac—bd) + (ad + cb)i

Como es esperable, los neutros de las operaciones +,- son 0 y 1 respectivamente.
Mientras que z —2 = 0 (z = a+bi = —2 = —a — bi) y z- 2~' = 1, pero para
comprender el inverso de un complejo, necesitamos introducir un par de conceptos
nuevos.

Conjugaciéon y médulo

El conjugado de un niimero complejo z es un elemento muy 1til a la hora de facilitar
los calculos. Su notacion es z. Gréaficamente lo definiremos como el reflejo del punto
(que representa al nimero) con respecto al eje x. Numéricamente, tenemos que si
w = a + bi entonces W = a — bi. Algunas propiedades facilmente demostrables son
las siguientes:

N
_|_
S
1
Y,
+
gl

N
S
1
I
gl

| ]
x|
I
N

m 2R 2z2=2

Definimos el mddulo de un nimero w como la distancia de éste al origen del plano
cartesiano, lo notaremos |w| y corresponde entonces al tamano del vector que une el
origen con la ubicacién del niimero en el plano R?. Usando el teorema de Pitdgoras
se puede calcular facilmente el médulo de un complejo:

z=a+bi=|z| =Va®>+b?
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Algunas propiedades de médulo:

[Re(2)| < [2], [Im(2)] < |z]

’ 2

" 2] =2-Z
= |z = [7]
<zl =2l - Ju

|2+ w| < [z] + |w]

Introducimos finalmente el inverso multiplicativo:

1 z

Forma Polar

Otra manera de representar un nimero complejo es mediante la llamada “forma
polar”, donde (siguiendo con la representacién grafica) se entregan datos sobre el
vector que une el origen con la “ubicaciéon” del nimero. Estos datos corresponden
al tamano del vector (médulo del nimero) y al dngulo que éste forma con el eje
x. Diremos entonces que si |z| = Ry el dngulo que forma con la horizontal es 0
entonces lo escribiremos como z = Re'. Usando trigonometria se puede llevar a la
notacién anterior:

Re® = R(cosf + isend) = z

Es importante notar que ’elﬂ = 1 y que este numero tiene todas las propiedades
esperables de las potencias en R, en particular es destacable la férmula de De Moivre:

(eiG)n _ ei(n@)

= (cosf +isenf)" = cos(nb) + isen(nd)
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Raices de un complejo

Llamaremos raices n-ésimas de un complejo z al conjunto solucién de la ecuacion:

Para trabajar esta ecuacién es conveniente utilizar la forma polar de los nimeros
complejos, por lo que reescribiremos la ecuacién, usando z = Re? y z = re'?:

n

" = =z
= (rei¢)" = Re"
= @) = Re?
= =R A ) =c"
=r=3R A ) =i

Notemos que como r, R € R la primera ecuacién tiene una sola solucién, pero esto
no se cumple para la segunda ecuacién. A simple vista podria parecer que tiene
infinitas ecuaciones, pero en realidad sélo tiene n soluciones de la siguiente forma:

0+ 2k

¢ L ke{0,1,...,n—1}

Finalmente concluimos que:

- 0+2km
x= VRe n

Problema. Encuentre los valores de n € N que resuelven la ecuacion:
2 2
V3—i\ | (VBri
5 - 2 =iV3

(fefm, Universidad de Chile, 2008)
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Solucion:

= <cos(_)+isen(_67r))2n - (cos(%)+isen(%)>2n:z\/§
:>e_i2c_sm - e%zz 3
=e5 — €5 =iV3
= (cos(—7) +isen(—1)) — (cos(0) +isen()) = i3
= (cos(50) —isen(0)) — (cos(5) +isen(50)) = i3
= (cos("X) — isen(l;)) - cos(%) - isen(%) = iV/3
:—Qisen(%) = i3
:sen(ﬂ) = —v3

Problemas Propuestos

Propuesto 1. Para z € C y Re(z),Im(z) # 0 se tiene que

62* + 522 +6
———— R
3244+ 2243

Demuestre que |z| =1
(Giannis, Mathlinks)

Propuesto 2. Dado z € C tal que z—l—% = 2c0s3°, encuentre el menor entero mayor

2000 1
que z + 2000

(AIME 2 2000,#9)
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Capitulo 4

Combinatoria y otros

4.1. Principio del Palomar

El Principio del Palomar ! es una herramienta @ Q @
que permite resolver la mayoria de los proble- - .
N

mas de existencia, es decir, los problemas del e —
tipo “Demuestre que existen al menos...”. La n+ 1 palomas
forma simple del Principio del Palomar enun- \
cia: C g b < C;j >
S - \'{ - -/
n nidos

Principio del Palomar. Sin + 1 palomas
se posan sobre n nidos, entonces habrd al menos un nido con al menos dos palomas.

O sea que si tenemos n conjuntos y n+ 1 elementos que agrupar, entonces tendremos
al menos un conjunto con dos o més elementos.

Ejemplo. En un cine hay 367 personas, si agrupamos a las personas (palomas) en
conjuntos (nidos), de acuerdo a su dia de cumpleanios, entonces por Principio del
Palomar sabemos que hay al menos dos personas que nacieron el mismo dia del afio.

Ltambién conocido como Principio de los Casilleros o Principio de Dirichlet

77



78 CAPITULO 4. COMBINATORIA Y OTROS

Problema. Sea el conjunto A = {1,2,3,...,20}. Demuestre que si se eligen 11
numeros entonces hay al menos dos cuya diferencia es 10.

Solucion:

Sean los conjuntos:

Ay = {1,11}
Ay = {2,12}
Ao = {10,20}

Como tenemos 10 conjuntos (nidos) y 11 ndmeros (palomas), entonces hay dos
nimeros en un mismo conjunto. Ya que la diferencia de los elementos de cada con-
junto es diez, entonces existen dos nimeros cuya diferencia es diez. l

Pero el Principio del Palomar tiene una forma generalizada, que veremos a conti-
nuacioén.

Principio del Palomar (Generalizado). Sink-+r (0 < r < n) palomas se posan
sobre n nidos, entonces habrd al menos un nido con al menos k + 1 palomas.

Problema. Philandia tiene solo un aeropuerto, pero tiene 14 equipos de rugby,
con 13 jugadores cada uno. Todos ellos tienen que viajar hoy a Santiago, donde se
celebra un campeonato, y no han hecho sus reservas . Salen siete vuelos de Philandia
a Santiago, y cada uno de ellos tiene 24 asientos libres. El jugador Velosov decide
que viajard en su helicoptero particular. Demuestre que al menos uno de los equipos
podrd llegar completo a Santiago para el torneo.

Solucion:

Notemos que los jugadores que viajan son 169 (168 en avién + 1 en helicptero) y
que 169 = 14 - 12 + 1, entonces, por Principio del Palomar, hay al menos un equipo
en el que viajan 13 jugadores, o sea el equipo completo.l



4.1. PRINCIPIO DEL PALOMAR 79

La dificultad de resolver problemas con el Principio del Palomar es determninar los
nidos y las palomas, como veremos en el siguiente problema:

Problema. Un estudiante quiere entrenar para el Torneo el Numero de Oro para
lo cual le quedadn 81 dias. Se propone resolver al menos un problema diario, pero
no mds de 132 en total. Demuestre que hay una cantidad de dias consecutivos en
los que resuelve exactamente 29 problemas.

Solucién:
Sea a; la cantidad de problemas resueltos hasta el dia 7.

Notemos que si existen 4, j tales que a; = a;+29, entonces el problema esta resuelto,
ya que el estudiante resolvié 29 problemas entre los dias j + 1 e 4.

Ahora tomemos los siguientes conjuntos:

A:{al,ag,...,agl}
B:{a1—|—29,a2+29,...,a81+29}

Notemos que A y B son subconjuntos de {1,2,...,161}

Pero tenemos que entre A y B hay 162 elementos, por lo tanto alguno debera repe-
tirse. Pero estos no pueden ser del mismo conjunto ya que a1 < as < ... < agj.

Entonces, existen 4, j tales que a; = a; + 29.1

Problemas Propuestos

Propuesto 1. Demuestre que en un grupo de n personas (n > 2) hay al menos dos
que tienen el mismo numero de amigos dentro del grupo.

Nota: Consideraremos la amistad reciproca, es decir, si A es amigo de B , entonces
B es amigo de A.

Propuesto 2. Sean un tridngulo ABC y una recta £, tales que £ no pasa por
A, B, o C. Demuestre que la recta no puede cortar a todos los lados del tridngulo.
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Propuesto 3. 31 invitados a una fiesta se sientan en sillas igualmente espaciadas
alrededor de una mesa redonda, pero no se han fijado que en los puntos hay tarjetas
con los nombres de los invitados.

a) Suponiendo que se han sentado con tan mala suerte que ninguno se encuentra en
el lugar que le corresponde, muestre que es posible lograr que al menos dos personas
queden en su puesto correcto, haciendo girar la mesa sin que nadie se pare de su
asiento.

b) Muestre una configuracion donde exactamente un invitado estd en su lugar asig-
nado y donde de ninguna forma que se gire la mesa es posible lograr que al menos
dos queden bien.

(Olimpiada Nacional, Nivel Mayor 2007).

Propuesto 4. Demuestre que si n es un entero que no es divisble ni por 2 ni por
5, entonces hay un multiplo de n que estd escrito solo por unos.

Propuesto 5. Encuentre la mayor cantidad de nimeros que se pueden tomar del
conjunto {1,2,3,...,2n} tal que ninguno divida a otro.

4.2. Introduccién a la combinatoria

La combinatoria es una rama de las Matemdticas que basicamente nos ensena a
contar, labor que el ser humano ha intentado realizar desde siempre.

A continuacion presentaremos los principios y reglas fundamentales en los cuales se
sustenta la combinatoria.

Regla de la Multiplicacién. Suponga que un procedimiento A se puede realizar
de m maneras y que para cada una de ellas, otro procedimiento que llamaremos B
se puede realizar de n maneras. Entonces el procedimiento A — B, en ese orden,
puede realizarse de m - n maneras.

Obs.1 La regla anterior que es un proceso en 2 etapas, se puede generalizar direc-
tamente a un proceso en r etapas.

Obs.2 Es muy importante notar que por la forma en que se genera el proceso ante-
rior, el orden en que se van escogiendo los objetos importa.

Obs.3 La regla anterior es muy importante, ya que de ella se deducen practicamente
todas las férmulas que daremos a continuacién.
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Muestras ordenadas.

Las féormulas que veremos a continuacién caen dentro de esta categoria debido a que
en ellas el orden es importante. La palabra “muestra” se usa, simplemente, para
denotar a un subconjunto de una cierta poblacién.

iaci - na “variacién un nfiguracion en u i istin-
Variaciones Una “variaciéon” es una configuracién en la que es posible dist
guir un objeto de otro de manera que se es capaz de establecer un ordenamiento.
Es posible considerar 2 casos:

1. [Variaciones con repeticién| Supongamos que tenemos objetos de n tipos
y queremos contar todas las filas de tamano k que podemos formar, pudiendo
repetir objetos y diferenciando una configuracién de otra si es que los objetos
o el orden son diferentes. Este niimero es:

nk

2. [Variaciones sin repeticién| Supongamos que tenemos objetos de n tipos y
queremos contar todas las filas de tamano k& que podemos formar, no pudiendo
repetir objetos y diferenciando una configuracién de otra si es que los objetos
o el orden son diferentes. Este niimero es:

n(n—1)(n—2)...(n—k+1)=m

3. [Permutaciones] Una permutacién es un caso particular de una variacién en
el que k = n (es una variacién sin repeticién) y que corresponderd por ende al
nimero de formas en que podemos formar n objetos en una fila, diferenciando
una configuracién de otra si es que se cambia el orden.

4. [Permutaciones con repeticién] Supongamos que tenemos n objetos de k
tipos distintos, con ny del primer tipo, ny del segundo tipo, hasta n; del k-
ésimo tipo, de manera que somos incapaces de diferenciar a objetos del mismo
tipo. Nos preguntamos por el nimero de formas en que se pueden ordenar
estos n objetos en una fila. Este ntimero es:

n!
n1!n2! .. TLk'

Esta ultima expresién se conoce con el nombre de coeficiente multinomial.



82 CAPITULO 4. COMBINATORIA Y OTROS
Combinaciones.

A diferencia de las muestras ordenadas, acd no importa el orden, . Sean n objetos
distintos, nos preguntamos por la cantidad de filas de tamafio k que podemos es-
tablecer con estos n objetos, diferenciandolos solamente si poseen objetos distintos.

Este niimero es:
n\ n!
k) (n— k) E!

Notemos que la expresién anterior recibe el nombre de coeficiente binomial y se
puede interpretar del siguiente modo:

de tamano n.

<n> __ numero de subconjuntos de tamato k que se pueden sacar de un conjunto
L) =

Problema. Demuestre que

Solucion:

Primero reescribamos la suma usando la simetria de los coeficientes, es decir,

() -2 (2)

Ahora mostremos que la suma anterior representa el nimero de subconjuntos de
tamano n que se pueden extraer de un conjunto de tamano 2n (esto es, el lado
derecho de la férmula que queremos probar).

Consideremos un conjunto arbitrario, que denotaremos {2, de 2n elementos. Supong-
amos que n de estos elementos son de color café y el resto, es decir los otros n
elementos, son de color verde. Escojamos ahora un subconjunto de §2 de n ele-
mentos eligiendo i elementos de color café y n — i elementos de color verde, para
i € {0,1,...,n}. Para un i dado, hay (7) posibles elecciones de un subconjunto
de color café e independientemente (n’il) posibles elecciones de un subconjunto de
color verde. Asi, el nimero de posibles subconjuntos de 2 de tamao n que se pueden

extraer es
n
Z ) n—1
=0

De la arbitrariedad de €2 se concluye el resultado pedido.
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Problemas Propuestos

Propuesto 1. Demuestre que un numero natural n > 1 tiene un nidmero impar de
divisores (incluidos 1 y si mismo) si y sélo si \/n es un nimero entero.

Propuesto 2. Sea B, el conjunto de todos los string binarios (un string es una
secuencia de letras de un determinado alfabeto, alfabeto que en este caso consta de 2
letras) de tamarnio n. Dados dos strings (a;)}_; y (b;)i—,, se define la distancia entre
ellos como

d((ai), (b)) = > _ la; — bil
k=1

Sea C,, un subconjunto de B,. El conjunto C, se llama cédigo de correccion
perfecto del error (CCPE) de largo n y tolerancia m si para todo string (b;) en
By, hay un unico string (c;) en Cy, tal que d((b;), (¢;)) < m. Pruebe que no hay un
CCPE de largo 90 y tolerancia 2.

4.3. Teoria de Grafos

A continuacién se daran las definiciones béasicas de la teoria de grafos.

Definicién 1. [Grafo] Un grafo, que denotaremos G, es una tupla (V, E) donde V
y E son conjuntos tipicamente finitos que tienen asociados funciones t,h : £ — V.
El conjunto V' denotara al conjunto de nodos y £ C V x V denotaré el conjunto de
arcos del grafo, que se denotard asi: G = (V, E). Las letras ¢ (de tail) y h (de head)
van a corresponder a la cola y cabeza, respectivamente, de un arco.

Ejemplo. Considere el grafo de la figura: a

C
V ={a,b,c} conjunto de nodos 1 O
E ={1,2,3} conjunto de arcos 2 O
1)=a,h(l)=a

Figura 4.1: Ejemplo de Grafo
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Definiciones varias.

(1983

= Se dice que un arco “e” es un bucle o loop si t(e) = h(e).
w» Sie# f,tle) =t(f)y h(e) = h(f) decimos que e y f son arcos paralelos.

= Si existen arcos paralelos en un grafo decimos que éste es un multigrafo. En
caso contrario se dice que el grafo es simple.

» Sea G = (V,E). SiVe € E,3f € E tq t(f) = h(e) y h(f) = t(e) entonces
decimos que G es un grafo no dirigido. En caso contrario decimos que G es un
grafo dirigido o digrafo.

= Siu y v son vértices, y uv es un arco, entonces decimos que u y v son vecinos
o que ellos son adyacentes, o que el vértice u (o v) y el arco uv son incidentes.

= El nimero de arcos incidentes con un vértice se denomina grado.

= Un grafo para el cual se cumple que dados cualquier par de nodos existe un
arco entre ellos, se denomina completo.

Notacién: Si G = (V, E) es un grafo, entonces V(G) denotard V'y E(G) denotard E.

Definicién 2. [Subgrafo] Decimos que H
es subgrafo de G si V(H) C V(G), E(H) = E(G) y Ve € E(H), tu(e) = tg(e) y
hr(e) = ha(e).

Un problema interesante que surge en la teoria de grafos es el que tiene que ver con
la coloracién de vértices, que consiste en asignarle colores a éstos, de manera que
ningin par de vértices adyacentes (es decir, que exista un arco entre ellos) tengan
el mismo color. También se puede definir un coloreamiento para los arcos de un
grafo. En este caso se pide que ningin par de arcos con un vértice en comun tengan
el mismo color. A continuacién presentaremos un teorema muy conocido que habla
acerca del coloreamiento de nodos.

Teorema de los Cuatro Colores. Cualquier mapa puede ser coloreado con cua-
tro colores diferentes, de manera que no queden regiones adyacentes (es decir, que
tengan un segmento en comin) con el mismo color

Problema. Demostrar que los vértices de cualquier grafo pueden ser coloreados
usando los colores azul y rojo de modo que al menos la mitad de los vecinos de
cualquier vértice de color azul son rojos y al menos la mitad de los vecinos de
cualquier vértice de color rojo som azules.
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Solucién: Sea G = (V, E) un grafo arbitrario y C' un coloreamiento. Denotemos
®(C) el numero arcos de G unidos a vértices del mismo color. Sea Cp de modo
que @ es lo méds pequeno posible. Afirmamos que para Cy al menos la mitad de
los vecinos de cualquier vértice de color azul son rojos y que al menos la mitad de
los vecinos de cualquier vértice de color rojo son azules. Por contradiccién, si no,
podriamos encontrar un vértice con mas de la mitad de sus vecinos del mismo color.
Cambiando el color de este vértice obtenemos un valor méas pequeno de @, lo que
seria una contradiccién.

Problemas Propuestos

Propuesto 1. Suponga que en una cierta ciudad cada par de personas pueden ser
clasificadas como amigables u hostiles. Diremos que cada miembro de una pareja
amigable es amigo del otro miembro de la pareja, y que cada miembro de una pareja
hostil es enemigo del otro miembro de la pareja. Suponga que la ciudad consta de
n personas y q parejas amigables, y que al menos un par, de cada tres personas, es
hostil. Pruebe que existe al menos un miembro de la ciudad cuyos enemigos forman

parte de q(1 — %) 0 menos parejas amigables.

n2

Propuesto 2. Pruebe que para todo n > 5, cualquier grafo con n vértices y | | +2
arcos contiene dos tridngulos con exactamente un vértice en comun.

4.4. Principio de Invarianza

Es comiin encontrar en olimpiadas problemas en base a algoritmos (esto es, un estado
inicial al que se le aplica una o varias transformaciones sucesivamente) en el que se
pide responder (generalmente) si es posible alcanzar algin estado en particular.

Por ejemplo, un problema de este tipo es considerar el conjunto {1,3,4} (estado
inicial) en el que se puede escoger dos de los nimeros, digamos a y b, y reem-
plazarlos por 0,6a — 0,8b y 0,8a + 0,6b (transformacién). Una pregunta no trivial
es si serd posible obtener el conjunto {2,3,5} (estado particular) después de varias
operaciones.

Para cualquiera de estos problemas, si se quiere argumentar que si es posible alcanzar
cierto estado particular, entonces se debe mostrar explicitamente cémo es que puede
alcanzarse, lo que de ser posible, no debiese ser dificil de encontrar (por supuesto
hay excepciones, sobre todo aquellas en las que para validar dicha existencia se debe
razonar por contradiccién, y que corresponden a problemas de extremalidad). Por
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tanto, en la mayoria de estos problemas, el estado particular no es alcanzable y se
debe argumentar el por qué, lo cual a priori resulta mas dificil.

Una forma de hacerlo seria mostrar que hay alguna propiedad que se mantiene
desde el estado inicial y que no cambia, no importa cudntas transformaciones se
apliquen, pero que no es satisfecha por el estado particular al que se quiere llegar.
Esto constituye la base del principio de invarianza: buscar aquello que no cambia.

En el ejemplo anterior, lo que nunca cambia es la suma de los cuadrados de los
elementos del conjunto. Por ejemplo, si el conjunto es {a, b, ¢}, y reemplazamos a y
b obteniendo {0,6a — 0, 8b,0,8a + 0, 6b, c}, la nueva suma de cuadrados es (0, 6a —
0,8b)% + (0,8a+ 0,6b)% + % = 3,6a% — 9, 6ab + 6,4b> + 6,4a> + 9, 6ab + 3, 60> + c? =
a2th? + ¢ , que es la misma que habifa antes de la transformacién. Como en el
problema el conjunto inicial es {1, 3,4}, entonces todos los conjuntos que se pueden
generar tendran una suma de cuadrados igual a 12 432 + 42 = 26. Como la suma de
cuadrados del conjunto {2,3,5} es 22 4+ 32 + 52 = 38 = 26, entonces no es posible
obtenerlo.

Como se observa, encontrar el invariante (la propiedad que no cambia) puede no
ser sencillo. Por ello es que se requiere obtener experiencia resolviendo problemas
de este tipo (para lo que se adjuntan los propuestos). Un manejo medio de este
principio permite no sélo resolver problemas en los que hay transformaciones, sino
también aquellos en los que se puede introducir transformaciones que no son propias
del problema.

Por ejemplo, un problema de este tipo es determinar si es que es posible distribuir
los signos + y — entre los niimeros del 1 al 100, de forma que su suma final sea 2009.
Para responder podemos mirar el problema desde otra perspectiva: consideramos la
suma con todos los términos positivos (cuyo valor es 5050), y una transformacién
en la que cambiamos un signo + por uno —. La pregunta es ahora si mediante
algunas transformaciones puede hacerse que la suma sea 2009. Notamos entonces
que al cambiar un signo, el resultado de la suma mantiene una paridad invariante.
En efecto, cambiar un signo 4+ por uno — equivale en la suma a borrar el nimero
y a restarlo, o lo que es lo mismo, restarlo dos veces al valor 5050. De esta forma,
cambiar signos equivale a restar ntimeros pares. Como en un principio el valor era
par (5050), sélo se pueden generar valores pares. Como 2009 es impar, no es posible
obtenerlo.

En este ultimo ejemplo, introducir una transformacién no es la tnica forma de
resolver el problema, pero permite obtener una solucién sencilla. De igual forma,
hay varios problemas en los que conviene buscar soluciones mediante esta via, y que
se incluyen en los propuestos.
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Problemas Propuestos

Propuesto 1. Se escriben los numeros 1,2,3,...,98 en un pizarron. Luego se es-
cogen dos numeros cualquiera, digamos a y b, con a > b, se borran, y se escribe el
numero a—b. Este paso se repite sucesivamente, de forma que al final queda un sélo
numero en el pizarron. Pruebe que este dltimo niumero es siempre impar.

Propuesto 2. En la isla de Camelot viven 13 camaleones rojos, 15 verdes y 17
amarillos. Cuando dos camaleones de distinto color se encuentran, cambian si-
multaneamente al tercer color. ;Podria darse la situacion en que todos los camale-
ones de la isla tengan el mismo color?

Propuesto 3. Un cuarto inicialmente estd vacio. Cada minuto entra una persona
o salen dos del cuarto. Después de exactamente 32°%° minutos, jpuede contener el
cuarto 3'°% 42 personas?

Propuesto 4. Se tienen 2001 semdforos acomodados sobre una circunferencia. Un
movimiento consiste en seleccionar tres semdforos consecutivos y avanzar cada uno
de ellos una posicion (es decir, un semdforo en siga se pone en preventivo, uno en
preventivo se pone en alto y uno en alto se pone en siga). Inicialmente hay 1000
semdforos en siga y 1001 en alto. s Es posible poner todos los semdforos en preventivo
mediante una sucesion de movimientos?

Propuesto 5. Drini participa en un juego de mesa en el que en cada turno tiene
que pagar $100 y tirar un dado. Si cae 1 ¢ 2, gana $400; si cae 3 paga otros $200; si
cae 4 le devuelven sus $100; y si cae 5 J 6 gana $1000. Si inicialmente tiene $2000,
ses posible que en algun momento lleque a tener $12000 exactamente?

4.5. Argumentos por Coloracion

Los problemas de esta seccién tratan en general de conjuntos de varios elementos y
de su divisiéon en subconjuntos. La gracia de esta divisién es que se hace coloreando
a todos los elementos de un subconjunto con el mismo color. De esta forma, si se
hace convenientemente, pueden resolverse facilmente problemas que a primera vista
parecen bastante complejos.

A manera de ejemplificar, consideremos un problema clasico.

Problema. Tenemos un tablero de 8 x 8, al que se le han quitado dos esquinas
diagonalmente opuestas. ;Puede llenarse utilizando piezas de domind (piezas de
2 x 1), sin superponerlas?
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La respuesta es que no y el argumento es simple.
Si se pinta el tablero como si fuera de ajedrez,
entonces pueden contarse 30 cuadraditos de un
color y 32 de otro (pues las dos esquinas opuestas
diagonalmente que se sacaron deberian tener el
mismo color). Como una ficha de dominé cubre
un cuadrado blanco y otro negro, entonces si
pudiera llenarse el tablero con éstas, cubririan
exactamente 31 cuadrados blancos y 31 negros,
lo cual no es posible por la cantidad de colores
que ya se menciond hay en el tablero.

El problema anterior, asi como muchos otros, solamente requeria dos colores; sin
embargo, hay problemas que podrian requerir més de dos (aunque no estan incluidos
en los propuestos). Para poder desarrollar las habilidades que permitan identificar
cuando es posible usar coloraciones es que conviene tratar de desarrollar cada uno
de los problemas a continuacién.

Problemas Propuestos

Propuesto 1. ;FEs posible formar un rectdngulo con las cinco figuras de abajo?

Propuesto 2. Pruebe que un tablero de 10 x 10 no puede ser cubierto con 25 figuras
con forma de T (la sequnda figura de izquierda a derecha en las cinco anteriores)

Propuesto 3. Pruebe que un tablero de 8 X 8 no puede ser cubierto por 15 figuras
con forma de T y una figura de 2 X 2.
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Propuesto 4. Un piso rectangular (no importa el tamano) es cubierto completa-
mente con baldosas de 2 x 2 y 1 x 4. Una de las baldosas se quiebra, pero queda
una del otro tipo que habia sobrado. Pruebe que no es posible volver a cubrir el piso
reordenando las baldosas y ocupando la que sobrd.

Propuesto 5. En cada uno de los cuadraditos de un tablero de 9 X 9 se posa un
escarabajo. A cierta senal, cada escarabajo se mueve diagonalmente a un cuadradito
vecino. Entonces podria pasar que hayan cuadraditos con varios escarabajos, y otros
vacios Encuentra el menor niumero de cuadraditos que pueden quedar vacios.

Propuesto 6. En la siguiente figura se muestra un mapa de caminos conectando
14 ciudades. ;Hay alguna ruta que pase por cada ciudad exactamente una vez?
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CAPITULO 4. COMBINATORIA Y OTROS



Apéndice A

Torneo El Numero de Oro 2008

A.1. Nivel Menor

A.1.1. Primera Fecha

P1. Se tienen tres maquinas transformadoras de niimeros. Nosotros ingresamos el
par (a1, a2), y la maquina devuelve (b1, bs). Esta transformacién la denotamos por

(a1,a2) — (b1,b2).

a) La primera puede realizar dos transformaciones, (a,b) — (e —1,b—1) o (a,b) —
(a +13,b 4 5). Si el primer par ingresado es (5,2), jes posible tras una serie de
transformaciones obtener el par (20,22)7

b) La segunda puede realizar dos transformaciones, (a,b) — (a—1,b—1) o (a,b) —
(2a,2b). Si el primer par ingresado es (15, 10), jes posible tras una serie de tranfor-
maciones obtener el par (27,23)?

c¢) La tercera puede realizar dos transformaciones, (a,b) — (a —2,b+ 2) o (a,b) —
(2a—b+1,2b—1—a). Si el primer par ingresado es (5, 8), jes posible tras una serie
de transformaciones obtener el par (13,17)?

91
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P2. Se tiene un cubo de 4 x 4 x 4, de modo que dividimos cada cara de él en 16
cuadraditos iguales. Los nimeros del 1 al 96 estan escritos aleatoriamente en es-
tos cuadraditos. Una operacién consiste en tomar dos cuadraditos que tengan un
vértice en comun, encontrar la suma de los niimeros escritos en ellos, y reescribir
ésta en alguno de los dos cuadraditos, dejando el otro en blanco. Se realizan varias
operaciones de forma que queda sélo un nimero. Pruebe que no importa el orden
en que se hayan realizado las operaciones, el nimero que queda al final siempre es
el mismo. Adem4s, encuentre dicho niimero.

P3. Los amigos de Luis quisieron jugarle una broma, y en su tarea de geometria
borraron la totalidad de un tridngulo, pero dejaron dibujados trazos equivalentes a
dos lados que miden a y b, con b > a, y la altura de medida h que caa sobre el lado
de medida b, con h < a. Ayude a Luis a poder entregar su tarea explicando cémo se
puede dibujar nuevamente el tridngulo, a partir de las medidas dejadas, utilizando
sélo regla y compas. Para colmo la regla de Luis no tiene medidas, pero es mas larga
que los lados y la altura.
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Soluciones

P1.

a) La diferencia entre ambas componentes es a — by a — b+ 8, es decir, ésta nunca
es menor a a — b, y por lo tanto no decrece. Como la diferencia inicial era 5 —2 =3
y 20 — 22 = —2 < 3,entonces no se puede llegar a (20, 22).

b) La diferencia entre ambas componentes es a — by 2(a — b), es decir, la diferencia
en ningun caso decrece. Como la diferencia inicial era 15—10 =5y 27—23 =4 < 5,
entonces el par (27,23) es imposible de obtener.

c) Notemos que en ambas transformaciones, la suma de los nimeros entregados se
mantiene invariante en el tiempo, pues a—2+b+2 =a+b,y 2a—b+1+2b—1—a =
a + b. Inicialmente tenemos que la suma de los niimeros entregados a la maquina es
5+ 8 =13, pero 13+ 17 = 30 # 13, luego no es posible.

P2. Notemos que no imptorta el orden en que se elijan los nimeros, porque la suma
es conmutativa y porque se al final se toman todos los nimeros. Por lo tanto, el
numero final es Unico y corresponde a la suma de todos los niimeros del cubo, o sea
1+243+...+95+96 = 2597 = 4656.

P3. Se quiere dibujar un tridngulo con dos lados (a y b, con a < b) y una altura (h,
que cae sobre b, con a > h), como muestra la figura:

Primero se traza una recta con la regla, y con centro sobre ella (en un punto D) se
dibuja una circunferencia de radio h con el compas, que la intersecta en dos puntos,
By FE.
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Con centro en B y con centro en E se trazan dos circunferencias del mismo radio
r, con r > h, de tal forma que se intersecten en dos puntos. Se elige uno y se le
llama F'. Como BF = FF = r entonces el ABFFE es issceles de base BE. Como D
es punto medio de BE, entonces F'D es altura en el ABFE, y por tanto las rectas

— .
BD y DF son perpendiculares.

—
Con centro en B y radio a se traza un circunferencia que intersecta a F'D en dos
puntos (pues a > h). Se elige uno y se le llama C; entonces BC' = a.
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——
Con centro en C y radio b se traza una circunferencia que intersecta a C'D en dos
puntos. Se elige uno de ellos y se le llama A; entonces AC' = b. Finalmente se traza
AB, obteniéndose el tridngulo pedido.

Observacion: Si se hubiesen elegido otros puntos en el proceso, se habrdn obtenido
otros triangulos que igualmente satisfacen lo pedido.
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A.1.2. Segunda Fecha

P1. Un pastel cuadrado de altura uniforme se recubre uniformemente de crema,
tanto encima como por los cuatro lados. Hallar una forma de cortar el pastel en
cinco porciones tales que:

a) Todos tengan la misma cantidad de pastel.

b) Todos tengan la misma cantidad tanto de pastel como de crema.
P2. Eliminado.

P3.
a) Sea2+4+6+... 4+ p=6480. Encuentre p.

(Puede asumir que 1 +2+3+...+n = "(n;l) en toda la pregunta).

b) Sea 7+ 11+ 15+ ... 4+ ¢ = 5250. Encuentre q.

(Note que todos los términos son de la forma 4k + 3).

c) Sea 22442 +62+ ... 472 -12-33-52 — .. — (r—1)% = 2485. Calcule r.

(Note que (a +b)(a —b) = a® — b? ).
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Soluciones

P1. Notemos que basta resolver la parte b), pues también cumple la condicién de
la parte a).

En la figura, se observa la parte superior del pastel que fue dividida en 25 cuadra-
ditos. Las lineas m&as marcadas representan como se hacen los cortes. Es evidente
entonces que cada pedazo tiene la misma cantidad de pastel y de crema.

P3.

a) Notemos que por la sucesién p debe ser par, esto es, p es de la forma p = 2s para
algiin s nimero natural. Luego 2 +4+4+6+ ...+ p=2+4+4 ...+ 25 = 6480 y se
puede proceder de cualquiera de las siguientes dos formas:

1) Sesabeque 1+2+3+...+s= @ Si se multiplica por 2 ambos lados de la

igualdad se obtiene 2+4+6+...42s = s(s+ 1), por lo que el problema se reduce a
resolver s(s+ 1) = 6480. Como 6480 = 80 - 81, entonces la tinica solucién positiva es
s =80 (si s > 80 entonces s(s+1) > 80-81, y si s < 80 entonces s(s+1) < 80-81).
Luego p = 2s =2 - 80 = 160.

2) Todos los términos son pares (multiplos de 2), asi que 2+ 4 4+ 6+ ...+ 2s =
214224234425 =2-(1+2+43+...+5) =2 L — (54 1) = 6480,
de donde sigue que s = 80 y p = 160.

b) Todos los niimeros son de la forma 4k + 3, asi que escribiendo ¢ = 4¢ + 3 la suma
queda 74+ 11+154+...+¢=(4-1+3)+(4-2+3)+(4-3+3)+...+(4-t+3).



98 APENDICE A. TORNEO EL NUMERO DE ORO 2008

Notemos que hay ¢ términos (pues dependiendo de ¢ van desde el (4 -1+ 3) hasta el
(4-t+3)) por lo que los (+3) aparecen t veces.

Entonces (4-1+3)+(4-2+3)+(4-3+3)+...+(4-t+3)

=4-14+4-24+4-34+... +4-t+3+3+...+3
—_——

t veces

=4(1+2+3+...+1t)+3t
= 4. MWD | 3
=2t(t+ 1) + 3t

= 2t2 + 2t + 3t

= 2t% + 5t

= t(2t +5).

Luego el problema se reduce a resolver ¢(2t + 5) = 5250. Como 5250 =
50 - 105 = 50 - (2 - 50 + 5), entonces la tnica solucién positiva es t = 50. Luego
g=4t+3=4-50+3=203.

c) Lo que se hara serd reordenar la suma de forma de juntar términos consecutivos
para que en la igualdad a® — b? = (a + b)(a — b) el término (a — b) siempre sea igual
a 1, facilitando los célculos.

Entonces

22442462+, 42 —-12-32-52— ... —(r—1)7?

=22 12442 -3 +6° -5 ... 47— (r—1)
=2+1D)2-1)+MA+3)4-3)+6+5)(6—-5)+...+(r+(r—1))(r—(r—1))
=2+ +MA+3)1)+6+5)(1)+...+ (r+ (r—1))(1)
=2+1)+B+4)+6+5)+...(r+(r—1))

—14+2434+4+454+64...+(r—1)+7
r(r+1)

- 2

Luego el problema se reduce a resolver T(r; U — 2485. Si se multiplica por 2 a ambos
lados de la igualdad se obtiene r(r + 1) = 4970. Como 4970 = 70 - 71, entonces la

Unica solucién positiva es r = 70.
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A.1.3. Tercera Fecha

Problemas

P1. Se tiene una cuadricula de 5 x 5 que llamaremos fi:

1

AR
PG (U RS VY B
== =] =
[Ny (U UG U U

1

—_

Se construye la cuadricula f,,+1 en que cada casilla es igual al producto de las casillas
vecinas en la cuadricula f,.

a) Encuentre las cuadriculas fs y f7.
b) Encuentre las cuadriculas fagos ¥ f2009-
c) Encuentre fa, y font1 para cualquier n € N.

Nota: Se consideran casillas vecinas a las que comparten un lado, no un vértice.

P2. En un accidente de transito se han visto involucrados tres autos: uno azul, uno
verde y uno rojo. Tres personas hablaron con la policia y dieron los siguientes tes-
timonios sobre el accidente:

Persona 1: El auto rojo no tuvo culpa, el verde y el azul tuvieron.
Persona 2: O el auto verde tuvo culpa, o el rojo tuvo, pero no ambos.
Persona 3: Sé6lo uno de los autos tuvo culpa, pero no fue el azul.

La policia sabe que al menos un auto tuvo culpa, y que al menos uno no tuvo. Lo
que la policia no sabe es que las tres personas mintieron.

i Cudl o cuales autos fueron los culpables del accidente?.
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P3.
a) jEs posible formar un niimero primo utilizando todas las cifras 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8

y 9 una sola vez cada una?

b) Considere el siguiente cuadrado de la figura en el que cada fila, columna y diagonal
suma lo mismo (en este caso 15).

6|72
11519
81314

. Es posible formar un cuadrado con las mismas caracteristicas utilizando los niimeros
11,12,13,14,15,16,17,18 y 197
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Soluciones

P1. Notemos que basta resolver la parte c), pues de ahi se pueden responder las
partes a) y b). Construyamos las primeras cuadriculas:

1 /1]1 (11 11 -1]11-1 111111

111 -11171-1 1 /1111 -1]1]-11]11-1

1 /11111 11111111 111111

1|1 )-1]1]-1 1|11 ]1]1 11 )-1]1]-1

1|11 ]1]1 1|1 (-1]1]-1 111 1]1]1
Ja /3 J4

Por el enunciado tenemos que la configuracién de cada cuadricula depende exclusi-
vamente de la anterior. Por tanto, como la cuadricula f3 depende de la fy y la fs5
depende de la f4, y ademads las cuadriculas fo y f1 son iguales, se puede concluir
que las cuadriculas f3 y fs son iguales (sin necesidad de construir f5). Por el mismo
argumento se concluye que todas las cuadriculas de la forma fo, serdn iguales a fo,
y todas las de la forma fo, 11 serdn iguales a f3 (para cualquier n € N).

P2. La respuesta es que hay dos posibilidades, o sélo el azul tuvo la culpa, o ambos,
el rojo y el verde la tuvieron. En efecto cualquiera de las dos se contradice con los
tres tesmimonios (lo que debe ser asi pues los tesminonios son falsos). Resta por
tanto descartar las posibilidades restantes. Estas son sélo dos (recordando que al
menos uno tuvo culpa y que no todos la tuvieron):

- Que sélo un auto haya tenido culpa, y que sea el rojo o el verde. Esto no puede
ser, pues significara que la persona 2 y la persona 3 dijeron la verdad.

- Que el auto azul haya tenido culpa junto con otro de los autos. Esto no puede ser,
pues significard que la persona 2 dijo la verdad.

P3. a) La respuesta es no. La suma de todos las cifras es 45, que es divisible por 3.
Luego, de acuerdo al criterio de divisivilidad de este niimero, cualquier niimero que
se forme con ellas también sera divisible por 3, y por tanto, compuesto (no primo).

b) La respuesta es si. Basta sumar 10 a cada nrhero obteniéndose el siguiente cuadra-
do que cumple con lo pedido:

16 | 17 | 12
11 [ 15| 19
18113 |14
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A.1.4. Cuarta Fecha (Recuperativa)

P1. Un artesano hace collares con ocho piedras redondas, cuatro de esmeralda
(verdes) y cuatro de rubi (rojas), dispuestas a la misma distancia una de otra.
Un dfa decide regalar collares entre sus amigas. ;Cudntos collares podra regalar sin
correr el riesgo de que dos amigas se encuentren con el mismo collar puesto en el
cuello? (Observacion: Note que el collar es totalmente simétrico excepto por el tipo
de piedra, asi que no hay una tnica forma de usarlo. Piense bien en esto.)

P2.

a) Considere un tablero de 6 x 6 al cual se le han quitado dos cuadraditos en las es-
quinas diagonalmente opuestas. Pruebe que no es posible cubrirlo exactamente con
fichas de 2 x 1. (Indicacién: Coloree el tablero como si fuera de ajedrez y concluya).

b) Considere una caja de dimensiones 4 X 4 x 4 a la cual en una cara cualquiera
se le han quitado dos cubos de 1 x 1 x 1 en las esquinas diagonalmente opuestas.
iSera posible llenarla exactamente con ladrillos de dimensiones 2 x 1 x 17.

P3. a) Muestre que existen infinitos n (ntmero natural) que cumplen que la suma
de las cifras de 11n es el doble de la suma de las cifras de n. (Indicacion: Quizés le
sea de ayuda buscar con valores pequenos de n primero).

b) Muestre que existen infinitos n (nimero natural) que cumplen que la suma de las
cifras de 5n + 1 es igual a seis veces la suma de las cifras de n. (Indicacidn: Quizas
le sea de ayuda notar que las cifras 0 no influyen en la suma de cifras).
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Soluciones

P1. Notemos que el collar puede girarse en el cuello de una persona o puede usarse
al revés (sacarlo, darlo vuelta y volver a ponérselo), lo cual hace que una sola con-
figuracion de las piedras deriva en varias formas de uso; y por tanto es facil contar
€aso a caso.

- Si las cuatro verdes (negras en la figura) son vecinas tenemos un caso (collar 1).

- Si hay tres verdes vecinas, entonces hay tres formas de poner la que estd sola, pero
en éstas hay dos que son el mismo collar al revés, asi que se tienen dos casos (collares
2y 3).

- Si las verdes estan de a pares, entonces hay tres formas de ponerlas, pero en éstas
hay dos que son el mismo collar al revés; asi que se tienen dos casos (collares 4 y 5).
- Si s6lo hay un par de verdes juntas, entonces hay tres formas de ponerlas, pero en
éstas hay dos que son el mismo collar al revés, asi que se tienen dos casos (collares
6y7).

- Si ninguna verde estd junto a otra, entonces se tiene un sélo caso (collar 8).

Todos las dem&s combinaciones derivan de girar el collar. Por tanto el total de
collares distintos es 8.

QOO0
OO0

P2. a) Al pintarlo como en la figura se puede apreciar que quedan 16 cuadraditos
negros y 18 blancos. Como una ficha de 2 x 1 ocupa necesariamente un cuadradito
negro y uno blanco, no hay forma de cubrir los cuadraditos blancos que sobraran
cuando se ocupen todos los negros.
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b) Se pinta cada cubo de 1 x 1 x 1 de color negro o blanco, de forma que todos los
otros cubos con los que comparta una cara sea del color opuesto. Se puede apreciar
entonces que quedan mds cubos negros o mas blancos (depende de la coloracién),
pues los dos cubos que se sacaron, al ser diagonalmente opuestos, son del mismo
color. Finalmente, se concluye como en la parte anterior.

P3. a) Buscando n pequeno es fécil darse cuenta que todos los nimeros de la forma
n = a0a0a0 . .. a0a0a0 satisfacen lo pedido pues 11n = aaaaaa ... aaaaaa, en donde
se aprecia que cada cifra 0 se cambia por a, por lo que la suma total de las cifras de
11n es el doble de las de n.

b) Buscando n pequeno es facil notar que todos los nimeros de la forma
n = 1000. .. 000 satisfacen lo pedido pues bn+1 = 5000...001, en donde se aprecia
que en el primer caso las cifras siempre suman 1 y en el segundo siempre suman 6.
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A.2. Nivel Mayor

A.2.1. Primera Fecha

P1. Se tienen tres maquinas transformadoras de niimeros. Nosotros ingresamos el
par (a1, a2), y la mdquina devuelve (by,bs). Esta transformacién la denotamos por

(Cbl, CLQ) — (b17 b2)

a) La primera puede realizar dos transformaciones, (a,b) — (e —1,b—1) o (a,b) —
(a 4+ 13,b+5). Si el primer par ingresado es (25,32), jes posible tras una serie de
transformaciones obtener el par (82,98)7

b) La segunda puede realizar dos transformaciones, (a,b) — (a—1,b—1) o (a,b) —
(2a,2b). Si el primer par ingresado es (34, 60), ;es posible tras una serie de tranfor-
maciones obtener el par (2000, 2008)?

c) La tercera puede realizar dos transformaciones, (a,b) — (a —2,b+ 2) o (a,b) —
(2a —b+1,2b—1 —a). Si el primer par ingresado es (145, 220), ;es posible tras una
serie de transformaciones obtener el par (363,498)?

P2. Se define por recurrencia la sucesién a,, n € N, de forma que:

ap =6, a1 =7, ant2 = 3ant1 — 2an

Encuentre todos los valores de n para los cuales n? = a,.

P3. Los amigos de Luis quisieron jugarle una broma, y en su tarea de geometria
borraron la mayor parte de un tridngulo, dejando dos dngulos y dibujandole un trazo
equivalente a la suma de los 3 lados del tridngulo. Ayude a Luis a poder entregar
su tarea explicando cémo se puede dibujar nuevamente el tridngulo, a partir de las
medidas dejadas, utilizando sélo regla y compas. Para colmo la regla de Luis no
tiene medidas, aunque es méas larga que la suma de los 3 lados.
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Soluciones

P1.

a) Notemos que en las transformaciones la suma de los niimeros entregados equivale
aa+b—2ya+ b+ 18, es decir, se mantiene la paridad de la suma de los niimeros
ingresados inicialmente, pues siempre aumenta (o disminuye) en un ndmero par.
Luego, como la suma inicial era 254 32 = 57, cualquier suma de niimeros obtenidos
posteriormente debe ser impar. Pero 82 4 98 = 180 es par, luego no es posible.

b) La diferencia entre ambas componentes es |a—b| y 2|(a—b)|, es decir, la diferencia
en ningun caso decrece. Como diferencia inicial era |34 — 60| = 26 y |2000 — 2008| =
8 < 26, entonces no es posible.

c) Notemos que en ambas transformaciones, la suma de los niimeros entregados se
mantiene invariante en el tiempo, pues a—2+b+2 =a+b,y 2a—b+1+2b—1—a =
a 4+ b. Inicialmente tenemos que la suma de los niimeros entregados a la maquina es
145 + 220 = 365. Como 363 + 498 = 861 # 365, entonces no es posible.

P2. Primero determinaremos el término general para la sucesiéon. Notemos que ag =
6 =245y a =7=2'45. Probaremos por induccién que a, = 2" + 5, n € N.
Supongamos entonces que la igualdad es cierta para un n fijo y para su antecesor
(n — 1), luego:

ant1 = 3an — 2ap—1 = 32" +5) — 22" 1 +5) =3.2" —-2.2" 1 + 10 -5 =
3.2m 2.2l 4 10-5=2-2"+5=2"" 1§

por lo que también vale para n + 1, completando la induccién.

Ahora debemos encontrar los valores de n para los cuales a,, = 2" +5 = n?. Pero los
cuadrados dejan resto 0,1 4 al ser divididos por 8, mientras que 2" 4+ 5 deja resto
5 para n > 3, por lo que no hay solucién en esos casos. Por inspeccién, tampoco
hay solucién en los casos n < 2. Por tanto, no hay ningun valor de n que cumpla la
igualdad.

P3. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que los dngulos que se tienen son
a v 3, correspondientes a los vértices A y B de un AABC.

Se quiere dibujar entonces un tridangulo con lados a, b y ¢, a partir de un trazo de
medida a + b+ ¢ y los dngulos a y (.
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Nétemos que si se extiende BA hacia un punto D tal que DA = AC = b, entonces se
forma el ADAC que es isésceles de base DC. Como /CDA+ /DCA =/CAB =«
y LCDA = ZDCA, entonces ZCDA = ZDCA = 5.

Anélogamente si se extiende AB hacia un punto E tal que BE = BC' = a se tiene
que ZBCE = ZCEB = 5.
Notemos que también DE = DA+ AB+ BE =b+c+a.

Para dibujar el tridngulo, primero trazamos una recta con la regla y con centro sobre
ella (en un punto E) se dibuja una circunferencia de radio a + b+ ¢ con el compés,
que la intersecta en dos puntos. Se elige uno y se le llama D, entonces DE = a+b+c.

Se dimidian los dngulos av 'y 3 (1).

. [ 8 e - =
Luego se copian los dngulos § y 5 con vértices en D y E, con rayos DE y ED
respectivamente, del mismo lado del semiplano (2). La interseccién de los otros
rayos se denota C'.
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C

a/2 B/2
D a+b+c E

—_— —
Se copian los dangulos § y g ambos con vértice en C, con rayos C'D y C'E respecti-
vamente, en el interior del ADCE. Sus otros rayos intersectan a DFE en puntos que
se denotardn A y B respectivamente. Por el andlisis del principio se concluye que el

AABC es el deseado.

Observacion: Si se hubiesen elegido otros puntos en el proceso, se habran obtenido
otros tridngulos que igualmente satisfacen lo pedido.

Nota (1): Para dimidiar un dngulo se procede como sigue:

Sea /XY Z, se dibuja una circunferencia con centro en Y y radio r; arbitrario
de forma que intersecte a YX vy a YZ en P y @ respectivamente. Con centro
en P y centro en @) se dibujan dos circunferencias del mismo radio 7y elegido de
forma que se intersecten en dos puntos. Se elige uno y se le llama R. Notemos que
AYPR = AYQR por criterio LLL (YP =YQ =r;, PR= QR = R y RY lado
comtin). Luego ZPYR = ZQY R = £XYZ
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Nota (2): Para copiar un dngulo se procede como sigue:

Sea /XY Z, se dibuja una circurﬁfencia con centro en Y y radio r arbitrario de
forma que intersecte a YX vy aYZ en Py @ respectivamente. Sobre la recta en
que se quiere copiar y con centro en el que se quiere sea el vértice (punto O) se
dibuja una circunferencia de radio r que la intersecta en dos puntos. Dependiendo
del sentido que se quiera se elige uno de ellos y se le llama M. Con centro en M
se dibuja una circunferencia de radio PQ) que intersecta a la otra en dos puntos.
Dependiendo del sentido que se quiera se elige uno y se le llama N. Notemos que
APYR = AMON por criterio LLL (YP=0M =YQ =ON =ry PQ = MN).
Luego /XY Z = ZMON.

\J
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A.2.2. Segunda Fecha

P1. Demostrar que las diagonales de un cuadrildtero convexo son perpendiculares
entre si, si y sélo si, la suma de los cuadrados de un par de lados opuestos es igual
a la del otro par.

P2. Se tiene el polinomio a coeficientes reales

2007+...+a1$+a0

p(x) = ag0082"" + azo0r®
y se sabe que sus coeficientes satisfacen
a; + ai41 = a2, 1 €40,1,2....,2006}
Sip(1) = 2008 y p(—1) = 0, calcule agpos — ag.

P3. Si un cuadrado es dibujado externamente sobre cada lado de un paralelégramo,
pruebe que:

a) El cuadrildtero determinado por los centros de esos cuadrados es un cuadrado.

b) Las diagonales del nuevo cuadrado formado son concurrentes con las diagonales
del paralelégramo original.
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Soluciones

P1.

Hay que probar dos afirmaciones:
(i) Diagonales perpendiculares = AB? + CD? = AD? + B(C?

Si las diagonales son perpendiculares, entonces aplicando el teorema de Pitdgoras
se obtiene

AB?4+CD?* = (a®> +d>) + (1® + &) = (a®> + A) + (b* + d?) = AD* + BC?
lo que prueba la primera afirmacion.
(ii) AB? 4+ CD? = AD? + BC? = Diagonales perpendiculares
Sea o = ZAEB. Por Teorema del Coseno tenemos que:
AB? + CD? = a® + d*> — 2ad - cos(a) + b* + 2 — 2bc - cos(a) (1)

AD? + BC? = a®> + ¢® — 2ca - cos(180 — a) + b + d® — 2bd - cos(180 — a) (2)
Recordando que cos(180 — o) = —cos(a), igualando (1) y (2), y luego agrupando
términos semejantes se obtiene

(ad + bc + ac + bd) - cos(a)) =0

Dado que a, b, ¢,d > 0, entonces cos(a) = 0; y luego como 0 < o < 180, se tiene que
a = 90, lo que prueba la segunda afirmacion.
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P2. Sabemos por enunciado que:

p(1) = ago08 + a2007 + - . . + a1 + ap = 2008

p(—1) = ag2008 — az2007 + ... — a1 +ag =0

= p(1) — p(—1) = 2(a207 + a2005 + - .. + a3 + a1) = 2008 — 0 = 2008
= ao007 + a2005 + - .- +asz + a3 = 1004

Ademas, por la recurrencia que satisfacen, tenemos que a;y1 = a;y2 — a; para
i €40,1,2....,2006}, por lo que reemplazando cada término de la tltima igualdad
obtenemos:

(a2008 — a2006) + (a2006 — a2004) + - - . + (a4 — az) + (ag — ap) = 1004

que es una suma telescopica donde la mayoria de los términos se anulan, obteniéndose
as008 — ag = 1004, que es lo pedido.

P3.

K

a) Sea ABC'D paralel6gramo.

Los puntos P, @, R y S son los centros de los cuatro cuadrados ABGH, DAIJ,
DCLK y CBFE, respectivamente (ver figura).
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Notemos que PA = DRy AQ = @D, pues son mitades de la misma diagonal.

Notemos que ZADC' y ZDAB son suplementarios por ser ABC'D paralelégramo,
pero ZIAH v ZDAB son también suplementarios pues los ZIAD y /HAB son
rectos. Por tanto ZADC' = /I AH.

Dado que /ZRDC = /QDA=/HAP = /QAI = 45, se tiene /RDQ = ZQAP.
Luego ARDQ = APAQ por criterio LAL, por lo que QR = QP.
Andlogamente se puede probar que QP = PS y PS = RS.

Por tanto, PQR.S es un rombo.

Dado que ZDQR = ZAQP (pues ARDQ = APAQ), se concluye sumando el
/AQR que ZPQR = /DQA

Como ZDQA es recto, ZPR(@ también lo es, y se concluye que PQ RS es un cuadra-
do.

b) Para probar que las diagonales del cuadrado PQRS concurren con las diagonales
del paralelégramo ABC'D, es suficiente probar que una diagonal del cuadrado con
una diagonal del paralelégramo se bisectan una a otra. En otras palabras, se pro-
barda que las diagonales del cuadrado y las diagonales del paralelégramo comparten
todas el mismo punto medio (punto O en la figura).

Notemos que ZBAC = ZACD por ser ABC'D paralelégramo,y /PAB = ZRCD =
45; por lo que ZPAC = Z/RCA.

Dado que ZAOP = ZCOR (opuestos por el vértice) y AP = CR, se tiene que
ANAOP = ACOR por criterio ALA.

Luego AO = CO,y PO = RO.

Dado que DB pasa por el punto medio de AC por ser ABC'D paralelégramo, y
similarmente QS pasa por el punto medio de PR, y dado que AC y PR tienen
el mismo punto medio (punto O); se ha probado que AC, PR, DB y QS son
concurrentes (todas pasan por O).
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A.2.3. Tercera Fecha

P1. Halle todas las parejas de primos p y ¢, tales que

plp+q) =q¢" +1

P2. Se retnen dos amigos, Victor y Sebastian. Victor dice dos niimeros enteros
positivos, uno mayor que mil y otro menor que mil. Sebastidn nota que el cuadrado
de la razén entre la suma y la diferencia de los ntimeros es igual a uno mas la razan
entre el producto y la suma de los nimeros. ;Cudl es el menor de estos nimeros?

P3. Sea f: N — N que cumple:
f(1) = 2008

J(n2) = 47 (n2)

f(4n? +2) = 4f(n*) + 3
fAn(n+1)+1)=4f(n(n+1))+1
fAn(n+1)+3)=4f(n(n+1))+4

Decida si existe m nimero natural tal que:

4224 +m+ fAD 4 £(2D) + ...+ f(m?) = 2008m + 251
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Soluciones

P1. Supongamos p < gq. Como ¢ > 2 tenemos entonces que:
F+1=plp+q) <2¢° <¢*<¢’+1

Luego p < 3, as que p = 2 y ¢ ser igual a 3. Supongamos ahora que p > ¢ > 2
tenemos que
P 4+1<¢"+1=plp+q) =<2p’

Veamos por induccién que 2" +1 < 2n%, paran > 7 .Sin = 7 tenemos que
2" 4+ 1 = 129 > 98 = . Supongamos que 2* + 1 > 2k2, luego 2Ft1 +1 >
202K 1) — 1 > 4k% — 1 > 4k? — 4 = 2(k + 1)(2(k — 1)), pero si k > 4 entonces
2(k — 1) > k + 1. Luego 2" + 1 > 2(k + 1)(2(k — 1)) > 2(k + 1)?, asi queda
demostrado el paso inductivo y por lo tanto 2% 4+ 1 > 2n2, para todo n > 7.

Como 2P +1 < 2p?, entonces p < 6. Si p = 3 entonces ¢ debe ser 2, y no son solucién.
Tampoco es solucion la pareja p =5y ¢ = 2 ni la parejap =5y g = 3. Por lo tanto,
la tinica solucién es p =2y q¢ = 3.

P2. Sean a y b los dos nimeros (a > b) y sea 22 = k.

1
Despejando b obt b= 1).
espejando b obtenemos T 1a( ) -
Si multiplicamos (1) por a obtenemos: ab = k—?— a® (2).
—1 2k
Sia (1) le sumamos a obtenemos: a + bb— 7 _271 a+a= i (3).
Dividiendo (2) entre (3) obtenemos: C:_b =55 ¢ -
Luego de la condicién del enunciado tenemos que: k? = 1 + 2_]{: a,

de donde despejando a se obtiene a = 2k(k + 1) (4)

que reemplazando en (1) arroja b = 2k(k — 1) (5)

Por tanto a + b = 4k% y a — b = 4k por lo que 4k? y 4k son enteros, lo que implica
que k es entero.

Como a > 1000 y b < 1000, de (4) y (5) se concluye por inspeccién que k = 22.
Finalmente b = 2 - 22 - 21 = 924.

P3. Llamemos g(m) = 12+ 22 + ...+ m? + f(12) + f(22) + ...+ f(m?) y h(m) =
2008m + 251. Claramente g y h son funciones crecientes. Al ser g exponencial y h
lineal, se puede conjeturar que g(m) > h(m) a partir de algin m.

Notemos que g(1) = 12 + f(12) = 2009 y h(1) = 2008 + 251 = 2259, entonces
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g(1) < h(1).

Notemos que g(2) = g(1) + 22 + f(22) = 2009 + 4 + 4f(1) = 10045 y h(2) =
2008 - 2 4 251 = 4267, entonces g(2) > h(2). Como h(3) = 6275, entonces también
9(3) > g(2) > h(3).

Notemos que g(4) > f(42) = f(4-2%) = 4f(2%) = 32128, y como h(7) = 14307,
entonces g(7) > g(6) > g(5) > g(4) > h(7) > h(6) > h(5) > h(4).

Por tltimo notemos que g(8) > f(8%) = f(4-42) = 4f(4?) = 128512, y como h(45) =
88603, entonces tenemos (andlogo a lo anterior) que la desigualdad g(m) > h(m) es
vélida para todo 2 < m < 44 (considerando también los calculos anteriores).

Para generalizar, usaremos induccion a partir de m = 45. Si la desigualdad es cierta
para algin m > 45 fijo, entonces

glm+1) > g(m) + (m +1)% > h(m) + 45% > h(m) 4 2008 = h(m + 1)
por lo que la desigualdad también vale para m + 1, lo que completa la induccién.

Por tanto no existe m natural tal que g(m) = h(m).
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A.2.4. Cuarta Fecha (Recuperativa)

P1. Sea AABC y un punto D en AC de modo que BD = DC =3.Si AD =6y
ZACB = 30, calcule el ZABD.

P2. Cada cara de un cubo es coloreada con un color distinto. ;Cuantos cubos dis-
tintos pueden hacerse de esta forma? (Observacion: Las formas de colorearlo son
6!, pues cada vez que se usa un color en una cara queda uno menos por usar en
las otras, pero eso no determina 6! cubos distintos, pues hay coloraciones que sélo
difieren en la rotacién del cubo en las que no se distingue la diferencia y deben ser
consideradas la misma).

P3. a) Muestre que existen infinitos n (nimero natural) que cumplen que la suma
de las cifras de 11n es el doble de la suma de las cifras de n.

b) Muestre que existen infinitos n (nimero natural) que cumplen que la suma de
las cifras de 4n + 3 es igual a la suma de las cifras de n. (Indicacidn: Quizas le sea
de ayuda notar que las cifras 0 no influyen en la suma de cifras).

¢) Muestre que para cualquier n (nimero natural) pueden hallarse n nimeros con-
secutivos de forma que ninguno sea primo. (Indicacion: Quizas le sea de ayuda tratar
con valores pequenos de n).
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Soluciones

P1.

Dado que el ABDC' es isésceles de base BC y que el ZBCD = 30, entonces
/ZBDC = 120, por lo que ZBDA = 60. Sea E punto medio de AD, entonces el
AEDB es isosceles de base EB, y como ademés ZBDA = 60, entonces es equilatero.
Por tanto ZDBE = 60.

Ademis el AAEB es is6sceles de base AB. Como ZAEB = 120, entonces ZABE =
30.

Finalmente /ABD = /DBE + ZABFE = 60 + 30 = 90.

P2. Nombremos los colores como A, B,C, D, E y F. Buscaremos simplificar el prob-
lema diviendo en casos.

Como siempre hay una cara con el color A, tomamos esa cara y la dejamos mirando
hacia abajo. Entonces el problema se simplifica a encontrar cudntas coloraciones dis-
tintas se pueden hacer coloreando las otras cinco caras y considerando que podemos
girar el cubo en torno al centro de su base.

Siempre hay una cara con el color B, la cual tiene dos opciones interesantes posibles
con respecto a la de A, que sea opuesta a la A o que sea vecina a la A.

Si es vecina entonces siempre podemos girar el cubo de forma de dejar a la cara B
mirando hacia algin punto fijo (por ejemplo que la veamos directamente). Entonces
el problema se simplifica a encontrar las coloraciones que se pueden hacer en las
otras cuatro caras. Pero esta vez el cubo estd fijo, asi que la respuesta es 4!.

Si la cara B es opuesta a A (B mira hacia arriba) entonces consideramos otra
cara con color C' (que debe ser vecina a A y B) y siempre podemos girar el cubo
de forma de ver directamente a C. Entonces el problema se simplifica a encontrar
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las coloraciones que se pueden hacer en las otras tres caras. Pero esta vez el cubo
esta fijo, asi que la respuesta es 3!.

Finalmente, como los casos en que B es opuesta a A y B es vecina a A son ex-

cluyentes, se tiene por el principio aditivo que el total de combinaciones es 4! + 3! =
30.

P3.

a) Buscando n pequeno es fécil darse cuenta que todos los nimeros de la forma
n = a0a0a0 . . . a0a0a0 satisfacen lo pedido pues 11n = aaaaaa ... aaaaaa, en donde
se aprecia que cada cifra 0 se cambia por a, por lo que la suma total de las cifras de
11n es el doble de las de n.

b)Buscando n pequeno es ficil darse cuenta que todos los nimeros de la forma
n = 5 - 10% satisfacen lo pedido pues 4n + 3 = 20 - 10" + 3, en donde se aprecia que
en ambos casos las cifras suman 5.

c¢) Escojamos n nimeros consecutivos cualesquiera que no partan del 1. Sean éstos
ai,as, ..., a,. Entonces todos los nimeros de la forma aqas...a, + a; con i entre 1
y m son consecutivos, y no son primos pues siempre son divisibles por a;.
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